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1 Introducéo

MODELAGEM DE PROBLEMAS DE ENGENHARIA: SOLUCAO
DE EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS PELO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Resumo

Este artigo apresenta uma coletanea de problemas de engenharia com solugdes obtidas através do
método dos elementos finitos. Os problemas de engenharia sdo model ados matematicamente com
o intuito de descrever o fendmeno fisico que envolve particularmente o caso estudado. Seja uma
situacdo onde o objetivo é determinar a variabilidade das tensdes em uma pega mecanica e suas
respectivas deformagoes, seja a distribuicdo do fluxo de temperatura em uma placa metdlica, o
fluxo de &gua em um meio poroso, etc.. Estes e outros fendmenos que ocorrem freqiientemente
nos problemas de engenharia s&o modelados através de equacdes diferenciais parciais, nas quais
se tem adivisdo em dois tipos principais: problemas de valores de contorno e problemas de valor
inicial. A solucdo analiticadestas equagdes diferenciai s € nagrande maioriados casosimpossibilitada
pelagrande dispersdo das propriedades dos materiai s, dageometriacomplexa, etc. Por este motivo
agrande utilizagdo de métodos numeéricos, no qual se tem a substitui¢do da solugdo exata analitica
por uma solugdo aproximada. Em destaque apresenta-se 0 método dos elementos finitos que se
apresentacomo umadas mel hores ferramentas disponiveis para solugdo dos mais variados problemas
encontrados nos diversos ramos da engenharia.

Palavras-chave: EDP, elementos finitos, barragem, tensdo, método numérico.

Abstract

The present paper approaches main engineering problems solved by finite element method. Engineering
problems are mathematically represented to describe physical phenomenaand involve the solution
of particular case studies. It embraces many different topics such determination of the variability
of the stress in a mechanical structure, its strains, flux of heat in a metallic plate, and water flow
in a porous media. These and other phenomena that occur frequently in engineering problems can
be solved by partial differential equations. These problemsare divided in two main types. problems
of contour values and of initial value. The analytical solution of these partial deferential equations
isin the great majority non applicable, due to the dispersion and the complexity of the properties
of the materials, geometry etc. For this reason the use of numerical methodsisimportant in away
to substitute the analytical accurate solution for an approach solution. In thiswork the method of
the finite elements is highlighted as a regular mathematical tool available for the solution of the
great variety of problems found in the diverse branches of engineering.

Keywords: PDE, finite elements, dam, stress, numerical method.

Os problemas de engenharia geralmente sdo modelos matematicos dos fenémenos fisicos e, 0s modelos matematicos
sdo definidos por eguagdes diferenciais em que sdo conhecidas as condi¢des de contorno e/ou as condi¢les iniciais. As
equagdes diferenciais sdo obtidas através da aplicago das leis e principios fundamentais da natureza para um sistema,
representando o balango de massa, forca e energia

Quando possivel, a solucdo exata destas equactes proporciona a determinacdo de um comportamento detalhado de um
sistema sob um dado conjunto de condic¢Bes impostas. As solucdes analiticas sdo compostas de duas partes: (2) uma parte
homogénea e (b) uma parte particular.
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Em um dado problema de engenharia, existe a divisdo dos par@metros em dois grupos que deverdo influenciar na forma
em que o0 sistema se comporta. Estes pardmetros incluem as propriedades tais como o moédulo de elasticidade, condutividade
hidréulica, e viscosidade.

Por outro lado, existem os parémetros que produzem uma perturbagdo em um sistema. Exemplos destes parémetros
incluem as forcas externas, momentos, diferenca de carga hidraulica ao longo do meio poroso,e a diferenca no fluxo do
fluido.

Nas modelagens numéricas a solugéo obtida é definida por um procedimento aproximado, que em muitas situagdes se
aproximam de forma significativa do resultado real esperado. Nestas modelagens, pode-se citar a utilizagdo dos métodos das
diferencas finitas e dos elementos finitos. Cada um destes métodos apresenta vantagens e desvantagens, cabendo ao usuério
a definicdo da modelagem a ser utilizada. Chapra e Canale (2002) apresentam a solucéo das equages diferenciais por estes
métodos e faz comparagdo entres as caracteristicas de cada um.

Neste trabalho optou-se por uma apresentacdo conceitual e qualitativa de vérios problemas de engenharia onde a utilizagéo
do método dos elementos finitos possibilita a andlise dos fendmenos de forma mais realista. Assim, cada vez mais sdo
utilizados os métodos numeéricos e, os softwares sairam da exclusividade da academia e passaram a ser utilizados com mais
frequéncia no ambito profissional e comercial.

Assim sendo, s0 apresentados varios softwares que utilizam o método dos elementos finitos na solucdo destes problemas
€, com o passar do tempo, verifica-se que esta ferramenta estd se tornando imprescindivel ao engenheiro na sua tarefa de
realizacao de andlises e projetos de obras de engenharia

2 Solucdo de equagdes diferenciais parciais (EDP) por métodos numéricos

Existem vérias limitagdes a utilizagdo dos métodos andliticos, tendo em vista a grande variabilidade dos parametros, das
propriedades dos materiais, das condi¢bes de contorno e de condi¢les iniciais extremamente variaveis. Em geral, os solos
apresentam a condutividade hidraulica de forma anisotrépica e heterogénea no espaco discretizado, em problemas de fluxo
de agua em meios porosos.

Por sua vez, os métodos numéricos permitem a solugdo das equacles diferenciais em qualquer distribuicdo espacial,
com propriedades dos materiais bastante varidveis, em qualquer geometria e variando com o tempo, ou sgja, em condicles
transientes.

Os principais grupos de métodos numéricos utilizados em engenharia civil sdo:

» Método das Diferengas Finitas (MDF)

» Método dos Elementos Finitos (MEF)

» Método dos Elementos de Contorno (MEC)

Todos estes métodos numéricos envolvem a representacao do dominio, sga ele de fluxo de &gua, de caor, de equilibrio
de estruturas, etc., por um ndmero limitado de pontos discretos chamados de nds. Um sistema de equacfes algébricas é
obtido com relagdo a estes pontos nodais, 0s quais representam os valores das varidveis dependentes, de acordo com o tipo
de EDP que modela o fenbmeno em estudo.

Também no método dos elementos finitos, procede-se a substituicdo da regido de interesse por uma série de nés ou
pontos nodais. Grupos de nés juntos por segmentos de linhas para formar linhas, arcos, tridngulos, retangulos ou blocos
prisméticos sdo chamados de elementos. Coletivamente os noés e os elementos formam a malha de elementos finitos. Os
parémetros dos materiais sdo usualmente constantes no interior do elemento, mas podem variar de elemento para elemento.

A definicdo da malha de elementos finitos é extremamente importante no MEF. A acurécia da solucdo e o trabaho de
computacdo € diretamente relacionado com o projeto da malha. Boas malhas produzem melhores e mais rapidos resultados.
Entretanto, vale salientar que malhas menos refinadas requerem menos de tempo de computacdo, mas com implicagtes na
acuréacia da solucdo.

A solugdo das equagOes diferenciais parciais também envolve a obtencdo de um sistema de equagdes lineares que devem
ser resolvidas para determinacdo da variavel dependente, como por exemplo, carga hidraulica, deslocamento, concentracdo
de solutos, etc.. Para isto existem dois grandes grupos de métodos usados para obter a integragdo das formulacfes em
elementos finitos.

» Métodos variacionais

» Métodos dos residuos ponderados
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Os métodos dos residuos ponderados sdo ainda divididos em colocagdo, subdominio e o método de Galerkin. Por ndo
atender ao objetivo deste artigo, recomenda-se ao leitor que tenha interesse mais permonorizado, Smith e Griffiths (1999).

A seguir s8o apresentados os exemplos escolhidos com os softwares usados em cada problema.

2.1 Uma placa metalica e retangular com um furo

Nos problemas de andlises de tensdes e deformagfes encontra-se a grande maioria dos problemas de engenharia civil e
mecéanica. Os problemas sdo usuamente resolvidos através da teoria desenvolvida na resisténcia dos materiais. As equacdes
diferenciais parciais de equilibrio sdo resolvidas para diversos problemas particulares, como por exemplo, os problemas de
carrregamento axial, com tor¢do, flexdo, etc.. Em geral, como modelo congtitutivo, utiliza-se a teoria da elasticidade, que
pressupde que as deformagbes sdo totalmente recuperadas com a retirada das forgas que impuseram a configuragéo deformada
da peca. Para tanto, S50 utilizados na modelagem congtitutiva dois parémetros eésticos: 0 médulo de elagticidade e o coeficiente
de Poisson. Ver maiores detalhes em Valligpan (1981).

Para obtencdo completa da solugéo é preciso delimitar a regido a ser estudada, definir as condi¢bes de contorno (i.e.
carregamentos e apoios prescritos), as propriedades dos materiais e o tipo de analise (uni, bi ou tridimensional). Em grande
parte dos problemas é possivel adotar a andlise bidimensional, que neste caso podera ser através do estado plano de tensbes
ou de deformagdes. Em problemas estruturais, o estado plano de tensdes é frequentemente utilizado, enquanto em geotecnia
existe uma predominancia do estado plano de deformagdes.

O exemplo apresentado na Figura 1 mostra uma placa retangular carregada axiamente de tal forma a alongar, ou sgja,
uma solicitagdo nas extremidades da peca gera tensdes que resistirdo a aplicagdo deste carregamento. As tensdes sdo em
gera de tracdo e, por estar geometricamente submetida & existéncia de um furo interno, ocorrerd uma concentracdo de
tensdes nas proximidades do furo, comportamento este admitido até mesmo intuitivamente. Em uma secdo que passa pelo
eixo do furo circular ocorre necessariamente um estrangulamento e, é neste local onde ocorre a possibilidade maior de uma
possivel ruptura. Utilizando-se um modelo eléstico, seria mais conveniente limitar a carga externa para o nivel de tensBes de
tal forma que, nas proximidades do furo ndo ocorra a ultrapassem do comportamento eléstico do material.

Na Figura 1 tem-se uma maha de elementos finitos gerada pelo software FlexPDE com elementos apenas triangulares.
Claramente se percebe o refinamento da malha nas proximidades do furo, onde ocorre a concentragdo dos gradientes de
tensbes. A malha da figura estd deformada, com deslocamentos exagerados com o intuito de melhorar a visualizagdo do
comportamento.

Na Figura 2 verifica-se uma graduacéo das tensdes geradas na direcdo horizontal, percebendo-se ai a concentragdo de
tensdes mencionadas acima. Esta solugdo foi obtida pela solugdo das equacdes de equilibrio em conjunto com a imposicéo da
compatibilidade e, admitindo o comportamento elastico na modelagem constitutiva. Foi determinada com o uso do software
FlexPDE que adota na solugdo numérica 0 método dos elementos finitos.

Figura 2 : Visualizago da concentracdo de tensdes nas imediacdes do furo

136 Rev. Tecnol., Fortaleza, v. 26, n. 2, p. 134-144, dez. 2005.



MODELAGEM DE PROBLEMASDE ENGENHARIA: SOLUGAO DE EQUAGOESDIFERENCIAISPARCIAISPELO METODO DOSELEMENTOSFINITOS

2.2 Uma barragem de terra submetida a fluxo estacionario

O fluxo de &gua em meios porosos é um fendmeno muito conhecido em problemas de engenharia geotécnica. Exemplos
disso s80 os casos estudados de barragens de terra em condicdo de enchimento e fluxo estaionério, ou sgja, com a carga
hidraulica sem variagdo com o tempo. O fluxo estacionério ocorre em condi¢des saturadas, ndo-saturadas ou em ambas. Na
barragem mostrada na Figura 3 verifica-se uma condi¢do de reservatério cheio, com material do macico isotrépico, com
predominénica do trecho saturado, mas com a existéncia de regides onde ndo se caracteriza o grau de saturagdo cem por
cento.

A figura foi gerada pelo software Seep/w (KRAHN, 2004) do pacote Geo-slope e mostra além das equipotenciais,
vetores de velocidade de fluxo em todo o dominio. A egquacdo de fluxo em meio isotrépico e com condigBes estacionarias é
denominada de Laplace e governa varios fendbmenos na natureza, tais como fluxo de temperatura e fluxo elétrico. Neste
exemplo em particular o sistema de equacgles é linear, pois a condicdo estacionaria pressupde também a constancia da
condutividade hidréulica com o tempo.

Também se pode visuaizar nesta figura uma concentragdo de fluxo na saida, proxima ao pé do taude de jusante. Isto €
ocasionado pelo aumento dos gradientes hidraulicos proporcionados pelo sistema de drenagem da barragem. Na parte
superior da figura os vetores de velocidade sdo caracterizados por um fluxo ndo-saturado. Na mesma se¢cdo e em cota
inferior, na regido saturada, o fluxo é mais intenso, uma vez que a condutividade hidraulica aumenta com o grau de saturaggo.

I

!
,/l

I

—-

Jif

v

XYYy

AR RN

V1L
V11 v aav~
NN EEE D,
VA b4dd

Figura 3: Barragem de terra em fluxo estacion&rio (reservatdrio cheio)

2.3 Uma barragem de terra submetida a fluxo transiente

Na possibilidade dos reservatérios serem submetidos ao rebaixamento do nivel da &gua no reservatério em condicfes
répidas, a umidade do material da barragem varia com o tempo e, em conseqiiéncia, a propria condutividade hidraulica.
Assim sendo, o sistema de equagdes gerado para 0 método dos elementos finitos € ndo-linear, ja que a carga hidraulica varia
com o tempo e assm também, a umidade e a condutividade hidréulica. Esta variag8o é imposta na equagdo diferencial com
a admissdo do tempo e ai, além das condigBes de contorno, é necessria a definicdo das condigBes iniciais que na verdade é
uma andlise estacionaria preliminar.

No caso da Figura 4 o rebaixamento do nivel da agua no reservatdrio ocorre posteriormente a condi¢do de reservatério
cheio. No rebaixamento verifica-se também que os gradientes tomam diferentes direcBes e a &gua, além de se dirigir para o
exterior do maci¢co também percola para dentro do préprio reservatério, fazendo com que exista sempre um nivel de égua
final, mesmo cessando a contribuicdo superficial das descargas fredticas para a bacia hidraulica

Observa-se na Figura 4 as linhas equipotenciais com variacdo representada pela graduacdo nas cores. JA a velocidade da
agua é demonstrada proporcionalmente pelos vetores que também variam com o tempo. Obviamente que este comportamento
transente sera totalmente eliminado no momento em que ndo existirem mais gradientes gerados no rebaixamento. A condigdo
final é uma nova sSituagdo estacionéria, com um novo nivel d &gua e fluxo de montante para jusante, claramente com menores
vazOes de percolagdo.

A percolacéo da agua no esvaziamento rapido do reservatério influencia substancialmente o comportamento tensao-
deformagdo do macico, podendo inclusive vir a proporcionar um desequilibrio entres as tensdes geradas pelas forgas de
massa e a resisténcia do solo ao cisalhamento. Para modelar também este comportamento seria necess&rio a solugdo associada
ou acoplada das equagdes de equilibrio. O acoplamento seria a solugio smultanea do fendmeno de fluxo e equilibrio. E mais
redlista, mas acarreta uma complexidade muito maior, sendo substituida muitas vezes por uma andlise de equilibrio limite,
apos a definicdo da condicdo mais desfavoravel durante o processo de esvaziamento do reservatdrio.
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A andlise apresentada na Figura 4 foi também obtida pelo programa Seep/w.
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Figura 4: Barragem de terra em fluxo transiente (esvaziamento do reservatorio)

2.4 Fluxo de agua em um sulco de irrigagdo superficial com drenagem

A irrigacdo por sulcos é um dos tipos de procedimentos mais antigos e se gpresenta como de baixo custo comparado com
sistemas modernos. N&o utiliza a tecnologia de aspersio e pode ser utilizada na maioria dos tipos de culturas existentes. E,
entretanto, um dos métodos onde se tem a menor eficiéncia, visto que apresenta uma grande perda de agua por drenagem
profunda que supera a capacidade de absor¢ao pelas plantas.

Além disso, a irrigacdo por sulcos acarreta ao longo do tempo, a deposicdo de uma grande quantidade de sais presentes
na &gua de irrigacdo advindo do proprio escoamento superficial. Os sais causam uma diminui¢cdo na qualidade do solo para
fins de desenvolvimentos das culturas. Para amenizar este problema, € usua o desenvoldimento de sistemas de drenagem
para lavagem do solo, carreando os sais depositados no solo.

A Figura 5 mostra a malha de elementos finitos de um sulco com um tubo de drenagem abaixo e a direita do sulco.
Evidentemente que ocorrera uma concentragdo do fluxo a partir do tirante d’agua no sulco em diregdo ao tubo de drenagem.
O fendmeno se da em condigBes transientes e poderd atingir a condicdo estacionéria, com a manutencéo da vazao no sulco e
com o dreno funcionando até a sua capacidade de drenagem.

O programa Hidrus2D foi utilizado para modelar este fendmeno e apresenta os resultados em termos de vetores de
velocidade na condicdo final estaciondria (Figura 6). Percebe-se pelos resultados que as velocidades sGo maiores na superficie
do sulco e nas proximidades do dreno. O programa Hidrus2D utiliza 0 método dos elementos finitos e soluciona as equagtes
diferenciais parciais com geracdo de sistemas de equagfes ndo-lineares. Para esta solugéo utiliza o método de Newton-
Raphson.

-
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Figura 6: Vetores de velocidade da agua em direcdo ao tubo de drenagem (Hidrus2D)
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2.5 Escavacdo em ambiente seco com a utilizagdo de cortina atirantada

tEm muitas situagdes préticas de engenharia geotécnica é necesséria a retirada de material terroso de uma area delimitada
até uma profundidade definida em acordo com a utilizagdo do espago. Muito comuns s0 as escavagBes para a construcdo de
subsolos de estacionamentos dos edificios residenciais. As escavacfes obrigam a construg@o de estruturas de contencgdo,
tendo em vista serem os solos materiais que resistem aos esfor¢os predominantemente por atrito interno.

A ruptura do macigo arrimado se dara pela mobilizagdo completa da resisténcia ao cisahamento dos solos €, a contengéo
devera ser dimensionada de tal forma a suportar as pressdes do solo. Estas pressdes variam com a profundidade e com a
movimentagdo da cortina. Os empuxos atuantes na cortina poderéo se dar na condicdo ativa, de repouso ou passiva, sendo
que no caso particular de uma cortina de contengdo o acionamento dos empuxos notévels ocorrem ao mesmo tempo. Por
exemplo, em uma escavacdo com cortina de contencéo, o solo no interior da cava estard predominantemente com acionamento
passivo enguanto que no exterior 0 acionamento sera ativo.

Nestas condi¢fes o dimensionamento da cortina de concreto e dos tirantes sera obtido de forma mais realista com a
utilizacdo do método dos elementos finitos, pois é possivel considerar todos os materiais envolvidos e com a forma em que
0s mesmos estardo trabalhando na estrutura. Para tanto se torna necessario inclusive a consideragdo de elementos de transicao
no contato dos materiais estruturais com o solo.

Ja com relacdo a modelagem constitutiva, os materiais terrosos em geral terdo o comportamento tensdo-deformagéo
el astico-perfeitamente plastico. Elastico até o nivel de tensBes delimitado pela superficie de escoamento do modelo Mohr-
Coulomb, pléastico sem endurecimento nem amolecimento (defini¢do de perfeitamente pléstico), quando a tragjetdria de tensdes
toca a superficie de escoamento.

Até a metade da década de setenta era impossivel a realizacdo de uma andlise por elementos finitos de uma situacdo
como a descrita acima, pois nesta época apareceram 0s primeiros programas desenvolvidos exclusivamente para utilizacgo
em geotecnia. Exemplo, disso é o programa Crisp (BRITTO e GUNN, 1987) que tem implementado varios tipos de modelos
congtitutivos inclusive com acoplamento com adensamento pela teoria de Biot.

Outro exemplo cléssico de software desenvolvido exclusvamente para geotecnia € o programa Plaxis que sera gpresentado
para modelar a escavacdo com a descrigdo dada acima. A Figura 7 mostra o resultado de uma andlise com o programa Plaxis
com as deformages exageradas para que se possa ter uma idéia da tendéncia de deslocamentos durante a escavagdo. Vae
salientar que é possivel modelar através de elementos finitos todo o processo de execucdo da obra, desde a colocacdo da
corting, inser¢do dos tirantes e retirada do material do interior da cava.

Percebe-se também na Figura 7 que o solo no interior da cava tem uma componente do deslocamento vertica no sentido
ascendente, enquanto que no exterior da cava sdo verificadas componentes verticais descendentes. Como se trata de uma
andlise em ambiente seco, € possivel concluir que existira uma variagdo fina dos volumes dos materiais, 0 que ndo ocorrera
em uma andlise ndo-drenada com o solo saturado.

Veja também que se pode notar a eficiéncia da ancoragem. As condicfes de contorno necessérias nestas situagtes
também sdo indicadas na Figura 7. Restricdo na direcdo vertical, nas laterais da malha (barras paralelas) e nas diregdes
horizontal e vertical na base da malha (cerquilhas).

N

A

Figura 7: Escavacdo com utilizacdo de duas linhas de tirantes
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2.6 Fluxo viscoso por gravidade através de um funil

Neste problema, um liquido flui aravés de um funil sob a influéncia da gravidade e uma pressao no sentido descendente,
sendo que a gravidade entra na equacdo diferencia parcid como uma for¢a de massa. A Figura 8 mostra duas saidas obtidas
do pos-processamento utilizando o software FlexPDE, onde € possivel notar que a velocidade do liquido se anula nas paredes
do funil (tons mais claros).

Por influéncia das paredes do funil a velocidade cresce atingindo um valor maximo no eixo vertical e maior na segéo
menor. Isto tudo é consistente com as leis de conservacdo da massa e da energia. A solugéo por elementos finitos adota a
maior dimensiondidade (3D) utilizando as equagdes diferenciais da mecanica dos fluidos. Wang e Anderson (1982) e Verruijt
(1982) apresentam vérios problemas adicionais com as respectivas solugdes numericas.

[
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Figura 8: Veocidade de fluxo de fluido em funil sob influéncia da gravidade

2.7 Fluxo de temperatura em condigcdo estacionaria

Neste problema é apresentada a distribuicdo de temperatura em um cilindro de ago com comprimento muito longo e
temperatura interna superior a temperatura externa proporcionando um fluxo para o exterior. Para manter o fluxo é necessario
que a temperatura no interior do cilindro sgja mantida constante e superior a temperatura externa.

Para modelar o fendmeno por elementos finitos utilizou-se o programa Ansys. Tendo em vista a simetria pelos eixos
coordeandos adotou-se apenas um quarto da segéo circular do cilindro. O fluido entre as paredes internas do cilindro permite
o fluxo de calor por convecgdo. A Figura 9 mostra uma tela de resultados gerada pelo programa Ansys, onde se verificam as

diferencas de temperatura do interior para o exterior (tonalidades de cores diferentes), caracterizando um fluxo radial de
calor.

O problema aqui apresentado tem solucéo tedrica obtida sem a necessidade da utilizagdo do método dos elementos

finitos. O objetivo € mostrar que a capacidade dos programas com base no MEF ndo distingue uma solugdo simples de uma
solugdo onde ndo se tem o resultado andlitico.

Figura 9: Digtribuicdo de temperatura em um cilindro
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2.8 Aplicacdo de pressdo interna em um cilindro

Um cilindro de ago submetido a uma pressdo no seu interior e com espessura das paredes necessrias para manter a peca
submetida a condicdo de equilibrio em regime elastico. Novamente utiliza-se 0 programa Ansys para modelar o coportameno
tens&o-deformagéo.

Como se observa na Figura 10, na malha de elementos finitos utilizou-se uma se¢éo de tal forma a considerar o
comportamento axissimétrico com o eixo vertical de revolugdo e modelando apenas a metade do cilindro tendo em vista a
simetria de eixos. Neste caso, embora a pega sgja tridimensional, é possivel redizar a andlise com a modificagdo dos tipos de

coordenadas, conforme condicdo exigida para uma andlise axissimétrica. Na Figura 10 também se verifica a deformago do
cilindro.

@ (b)
Figura 10: Cilindro submetido a pressdo interna. (a) maha; (b) deformacéo

2.9 Solucdo de equacdo diferencia parcia do tipo parabdlica

Existem vérios fendbmenos transientes que podem ser modelados através da solugdo de equagBes diferenciais parciais do
tipo parabdlica (ver por exemplo Farlow, 1993). A Figura 11 mostra o resultado de uma andlise por elementos finitos com a
utilizagdo da ferramenta pdetool do Matlab. A figura mostra a malha de elementos finitos gerada e os resultados da determinagéo
da variavel dependente em funcdo de sua localizagdo. Este problema pode ser utilizado, por exemplo, para variagdo de
temperatura com o tempo. Um tipo de problema em que se tem a modelagem por equacdo parabdlica é o adensamento dos
solos, conforme solugdo numeérica descrita por Al-Kafgi e Tooley (1986).
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Figura 11: Solugdo de equacdo diferencia parcia tipo parabdlica

Rev. Tecnol., Fortaleza, v. 26, n. 2, p. 134-144, dez. 2005. 141



Francisco Chagas da Slva Filho

2.10 Solucéo de equacéo diferencial parcial do tipo eliptica

Semelhante ao exemplo anterior € possivel obter a solucdo répida com a utilizago do pdetool do Matlab, agora para
uma equacdo diferencial parcial tipo eliptica, como € o caso da equacdo de Laplace. Na Figura 12 observa-se a malha de
elementos finitos gerada pelo Matlab com a existéncia de um vazio no interior do dominio.

Neste caso o fluxo se da de acordo com as condicGes de fronteira impostas, e este é caracterizado pelos vetores que
evitam a regido do furo, conforme se pode ver também nesta figura. O problema pode ser interpretado através de varios
fendmenos, como por exemplo, o fluxo de agua em um meio poroso com esta geometria adotada.
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Figura 12: Solucdo ce equacdo diferencial parcial tipo €eliptica

2.11 Solucado do ensaio brasileiro por elementos finitos

O ensaio brasileiro é utilizado para determinacdo da resisténcia a tragdo do concreto, de uma rocha, etc. Consiste na
compressao de um corpo de prova cilindrico colocado de forma a ser carregado diametralmente. Com o carregamento nestas
condi¢Bes ocorre a geragdo de tensdes de tragcdo no centro da amostra. Caso as tensdes neste local venham a superar a
resisténcia do material ocorrerd a ruptura por separagéo.

Na Figura 12 pode-se ver o desenho esquematico do ensaio. Na parte (b) da figura tem-se o resultado de ensaios de
fotoelasticidade, onde se pode verificar a forma em que ocorre a distribuicdo na amostra. E, na parte (c) da figura tem-se os
resultados através da utilizacdo do método dos elementos finitos apresentado em Thompson, 2004. Os resultados da modelagem
confirmam esta distribuicdo de tensdes, conforme visto na figura.

Tensde
axk

Figura 13 : Ensaio brasileiro de compressdo diametral
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2.12 Calculo de recalques em fundacdo com radier através do método dos elementos finitos

Em fundagdes superficiais é possivel substituir uma sapata isolada para cada pilar da edificagdo por uma estrutura de
transmissdo das cargas da edificacdo para 0 solo de fundacdo, através de uma placa flexivel ou rigida associando todos os
pilares a uma mesma fundagdo. A este tipo de solugdo usa-se a denominacdo de radier.

O célculo do radier é funcéo do subsolo e do tipo de estrutura (flexivel ou rigida). O dimensionamento é realizado
através da solugdo de equagdes diferenciais obtidas especiamente para este tipo de estrutura. Utiliza-se freqlientemente o
método das diferencas finitas e 0 méodo dos eementos finitos.

O programa Elpla (Elastic PLAte) foi desenvolvido especialmente para este tipo de estrutura. A partir dos ensaios de
sondagens redlizados, o programa faz uma interpolagdo entre os dados dos furos de sondagens, considerando desta forma na
andlise realizada.

A Figura 14 mostra uma fundacdo em radier com vigas de reforgco sobre as linhas de carregamento da superestrutura.
Nesta figura pode-se ver além das cargas os resultados obtidos pelo programa Elpla com célculo dos recalques em varios
pontos da placa.
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Figura 14: Calculo de recalques em radier pelo método dos elementos finitos

3 Concluséao

O objetivo deste artigo foi apresentar de forma qualitativa a solucdo de vérios problemas de engenharia com a utilizagdo
de softwares que utilizam o méodo dos elementos finitos. Propositadamente ndo foram apresentadas as formulagfes utilizadas
pelos programas, sendo que os problemas foram apenas descritos utilizando a conceituacdo adotada em cada caso. Ao leitor
interessado nas formulagBes utilizadas recomenda-se a leitura de Smith e Griffiths (1999).

Pode se verificar ao longo do artigo que a utilizagdo do método dos elementos finitos tem se tornado uma grande
ferramenta no auxilio do engenheiro no projeto, andise e construcdo de estruturas. Cada vez mais sdo disponibilizados novos
softwares com mais recursos computacionais e que proporcionam a utilizacdo correta do MEF retirando da exclusividade
académica para a utilizagdo comercial..
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