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Modelagem de cascas abatidas através do MEC

Resumo

O presente trabalho trata da analise numérica de cascas abatidas a partir do Método dos Elementos
de Contorno (MEC). A formulagdo ¢ desenvolvida a partir do acoplamento entre as equagdes
integrais dos problemas de flexao de placas delgadas e de estado plano de tensao. As integrais sobre
o dominio sdo avaliadas com aproximagdo das variaveis sobre células discretas. A validagdo do
modelo desenvolvido é feita com base em resultados analiticos, além de valores obtidos com uso dos
métodos dos elementos finitos e dos elementos de contorno.

Palavras-chave: Mecanica das estruturas. Mecdnica computacional. Método dos elementos de
contorno. Cascas.

Abstract

The present work deals with the numerical analysis of shallow shells using Boundary Element
Method (BEM). The formulation is developed by coupling integral equations of plate bending and
plane stress elasticity. In the implemented scheme, the boundary terms are evaluated with analytical
and numerical processes of integration. In the case of domain integrals, a semi-analytical calculation
procedure is applied on discrete cells. The validation of developed computational model is made
with results from other works, obtained by the use of BEM or finite element method, besides some
analytical solutions.

Keywords: Structural mechanics. Computational mechanics. Boundary element method. Shallow

http://www.set.eesc.usp.br/do- shells.

centes/venturini

1 Introdugédo

Cascas abatidas sdo elementos estruturais amplamente empregados em varios setores produtivos, podendo-se citar os
painéis utilizados em carenagens de veiculos nas inddstrias aeronautica, mecanica e naval, além de estruturas da construg@o
civil, especialmente as de cobertura. Newton & Tottenham (1968) apresentaram a primeira aplicagdo do método dos
elementos de contorno ao problema de cascas abatidas, com um método semi-direto baseado na decomposi¢ao da equagio
governante de 4* ordem em uma de 2% ordem. A obtengdo de solugdes fundamentais para o problema foi objeto de estudo de
alguns pesquisadores ao longo dos anos. Lu & Huang (1991, 1992) deduziram a solugdo fundamental para cascas abatidas
com superficie média quadratica, considerando cisalhamento. Dentre outros trabalhos, também trataram dessas deducdes
Matsui & Matsuoka (1978) e Lei et al. (1995). A aplicag@o direta do MEC implica na necessidade de existéncia das
solugdes fundamentais, que, nos problemas de casca, resultam significativamente complexas. Desta forma, um outro tipo
de aproximacao foi desenvolvido, o chamado domain-boundary element method (DBEM), sendo apresentado inicialmente
por Forbes & Robinson (1969) na analise estatica de cascas abatidas. Zhang & Atluri (1986) estenderam o método a
analise dinamica, com base no método dos residuos ponderados. Com auxilio do teorema da reciprocidade, Providakis
& Beskos (1991) formularam o método para problemas com vibragdes. Mostrou-se a possibilidade de analise nao-linear
geométrica em Lin & Long (1996). A principal qualidade do DBEM ¢ a simplicidade das solugdes fundamentais requeridas,
quando comparado com a aplicagdo direta da solu¢ao fundamental de cascas. Porém, deve-se destacar que, devido aos
termos de curvatura presentes nas equagdes de equilibrio, surgem integrais de dominio, as quais necessitam de tratamento
relativamente custoso.
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Com filosofia similar a utilizada no DBEM, Dirgantara & Aliabadi (1999) propuseram uma nova formulagao, feita
com base no acoplamento das equagdes integrais para flexdo de placas e das equagdes integrais para o problema de
estado plano de tensdo, para analisar cascas com dupla curvatura, considerando cisalhamento. Wen et al. (2000, 2000)
apresentaram uma formulagdo, também acoplada, com base na teoria de cascas abatidas, em que os deslocamentos de
membrana ¢ as deflexdes e rotagdes de placa foram interpretados com fungdes radiais. As integrais de dominio sdo tratadas
com a técnica de reciprocidade dual. Em 2002, Wen et al. consideraram as cascas com enrijecedores, os quais foram
modelados pela teoria de vigas curvas. Dirgantara & Aliabadi (2003) introduziram nao linearidade geométrica no problema
de casca abatida com dupla curvatura.

Propde-se aqui uma formulacdo do MEC, deduzida a partir do teorema da reciprocidade de Betti, com base no
acoplamento das equacdes integrais dos problemas de flexdo de Kirchhoff e de estado plano de tensdo. O contorno ¢é
discretizado em elementos lineares isoparamétricos, e células lineares sdo utilizadas para avaliar os termos de dominio.

2 Cascas delgadas abatidas

Entende-se por casca o elemento estrutural curvo dotado de uma dimenséo significativamente pequena, em relagdo
as outras duas dimensdes e aos raios principais de curvatura, e submetido aos efeitos de flexdo e membrana. O local dos
pontos eqiiidistantes das duas superficies que delimitam a casca ¢ chamado superficie média, sobre o qual fazem-se as
principais suposicdes e analises. O efeito de flexao ¢ semelhante ao sofrido por uma placa, enquanto a parcela de membrana
esta ligada a deformagdes do plano médio da casca nesta mesma superficie.

Serdo admitidas aqui cascas com curvaturas principais K,; e K,, apenas, nas duas dire¢des coordenadas, definidas

por:
1 1

TRy TR,

11 22

sendo R, O raio de curvatura da casca referente a dire¢do j. Os termos de curvatura mista K K,, sdo nulos.

12°

Figura 1: Casca com curvaturas principais indicadas

As cascas podem ser classificadas em delgadas ou espessas, com base na relacdo entre sua espessura N e o raio de
curvatura R . Segundo Novozhilov (1964), a esbeltez da casca pode ser definida pela inequidade:

h 1
R 20
Admite-se uma casca, com superficie média definida por:
Xy =X;(X,X,)

que pode ser considerada abatida se, para os pontos da superficie média, verificar-se a condigdo expressa pela Equacao

, que indica curvaturas pequenas. 2 2

0X, 0X,

— | <<1,|—]| <<1
0X, 0x,
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A formulag@o completa para as cascas delgadas em geral, bem como as considera¢des que fundamentam a hipotese de
abatimento podem ser vistas em Novozhilov (1964).

2.1 Equacionamento basico

Considere-se que a casca possui superficie média quadratica, dada por:

X3 = _%(Kuxlz +K x5 )

O equacionamento de equilibrio da casca ¢ escrito a seguir,

N(XB’B +q(x :0
Qa,a _KaBNaB tq; = 0
MO‘[LB _Q(X :0

sendo Ny, Q. My, 33 resultantes dos esfor¢os normal, cortante e fletor respectivamente, enquanto as cargas de
volume sdo representadas por Y« . Visando apresentar de forma mais concisa a formulagdo, tomam-se U, ¢ W como
sendo os deslocamentos nas diregdes 1, 2 e 3, respectivamente.

As componentes de deformacao sdo expressas em fungdo dos deslocamentos da superficie média, como segue:

€5 =%[u0€,B +ug +2Kaﬁw]

Considerando-se a teoria de Kirchhoff-Love as resultantes de esforgos em termos de deslocamentos, escritas para o
estado plano de tensdo, valem

1-v 2v
Noc[i = TB(u“’B +u[5=0‘ +Eu“{#80ﬂﬁ j'ﬁ‘ BI:(I _U)K(xﬁ +DK¢¢80(B :|W

Qon = _D(W,WB )

com a rigidez de membrana B definida considerando a espessura t da casca:

Et

R

Derivando-se a Equagdo em relagdo & B e substituindo na primeira equagéo de equilibrio, obtém-se

I-v 2v m
_2 B(ua’BB +uB,aB +_1_D u'YaYBSOLB )+q&n =0

Verifica-se que a primeira parcela, a menos de uma forga de volume g, , corresponde ao equilibrio do problema
isolado de membrana. Define-se ainda um termo de forgas equivalentes:

dy =94 + B[(l —V)K,p +VK 0,5 ]W’B
Deriva-se a Equacao em relacdo a o

MaB,ocﬁ _ro,oc =0
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a fim de incorporar o valor de Qoo dado na Equagdo (7), resultando:
MO(B ,OLB - KO(B N(XB + q3 = 0

Substituindo-se as expressoes das resultantes em termos de deslocamentos, pode-se reescrever a expressao acima,
como segue:

1-v 20 =
72 D(W,OCO(BB +W,BOLOLB +71 Y W,Y‘{OCBSOCB j+q3 = O
As forgas equivalentes sdo dadas, para o caso de flexao, por:

d o

=q, _KaBB{—z (Ug p +uM)+1)uy,780([3 +[(1 —0)Kp +DK¢¢8aB]W}

Pode-se verificar que os termos de forcas equivalentes promovem o acoplamento dos problemas de membrana e
flexao, os quais definem o comportamento da casca.

Figura 2: Esfor¢os de membrana e flexdo atuantes na casca

2.2 Formulacgao integral acoplada

Para o problema isolado do estado plano de tensdo, a equacao integral de deslocamento para pontos do contorno ¢
escrita da forma:

Coptip (8) = [ Py (Qugy (S,Q)I — [ Py (S,Q)uy (Q)I
r r

—[ugs (8,0, (940
Q

sendo UZ@ S,Q) e Poc*ﬁ (S,Q) as solugdes em deslocamentos ¢ em forcas de superficie no contorno do problema no
estado fundamental. Estas solu¢des fundamentais sao definidas por:

U (.0) = [~ o) (0, 1,

7t (1 —D)G[

! ¥ {(1_21))8ij + Br,ir,j:|r,n _(1_2U)(r,inj —r,jni)}

P, (s,q) = —m

Para a equacdo do regime de membrana, deve-se observar que a tensdo Ogp, representada na Equagdo , a menos
da multiplicagdo da espessura da casca, apresenta-se em dois termos: um primeiro que corresponde ao comportamento
puramente de membrana, e um segundo associado a correc¢do de rigidez imposta pelo acoplamento com o regime de flexdo,
como segue:
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20
Ny = TE».(umB +ug +ﬁu”8°‘ﬁj+ B[ (1-0)K ;5 +0K 48,5 |W

_ m b
=Ngp +Ngg
Aplicando-se o teorema da reciprocidade de Betti a Equag@o , que representa o equilibrio de membrana da casca,
obtém-se

[ 05, (@e gy (52 + [0, (g, (5,90Q = [, ()05, (5,0)Q
Q Q Q
Apds o desenvolvimento da expressao acima, a equacao integral valida em pontos do contorno resulta da forma
Coptip (S) = [Py (Q)uz (S,Q)I - [Py (S,Q)up (Q)I -
r r
Bugg (S, (1-0)kp, +0kyedg, |wn, (q)dl+
r

B gy (S, )| (1-0)kg, +0kyBp, [W, (@Q+ 15 (S, 9)q, ()0
Q Q

na qual se percebe sua relagdo com a equagdo do problema isolado.
J& os deslocamentos num ponto de contorno de uma placa delgada sdo dados, em forma integral, como segue:

* NV
COMOM| (—Mn(Q)%(S, Q)+ V, (Qw'(S, Q)]dr —Y RIS, QWQ)
T k=1

-f (—Mi(s, Q@+, Q)w(Q)}in [as(@w (S.q0
r Q

na qual as solugdes fundamentais sdo dadas pelas expressoes:

w'(S,Q) = 1D r (ln(r) —;j

8m

oW’ (S,Q) _ rin(r)
on 4nD "

M, (S,Q)= —ﬁ {1 +0)In(r) +(1-v )(r’ini )2 . }

M. (5:0) [ 1-0) (o Yoo )]

V. (5,Q)= 22 [2(1—u)(;ksk Y —3+u}

r

Areagdo de canto R necessaria a manutengao do equilibrio na teoria de Kirchhoff, ¢ definida como a diferenca
entre 0s momentos volventes na vizinhanga do canto ©:

R, =[M2(5.Q)-M;:(s,Q)]

C
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Reescrevendo-se a Equagao , introduzindo-se o termo de acoplamento, obtém-se:
ow’ . &
COMOH (—MH(Q)an(s, Q+V,(Qw'S, Q)de =Y Ri(S,.Qw(Q)
r k=l

- [—MZ(s, Q)%(Q) FVIGS, Q)w(Q)]dr +[al@w’ (5,940
T Q

A substituigdo de q§ na Equacao leva ao resultado a seguir.

%

NV
cSWE) = [ [—MH(Q)?H@, Q+V,(QWw'(S, Q)]dr - RIS.Qw(Q)
T k=1

- [—M:(S,Q)?Z(Q) +V, (S, Q)vv(Q))dr + [ as(@w’ (S, g0
T Q

‘j K5 (@Nog (W (S,q)dQ
Q

A equagdo integral dos esfor¢cos de membrana Nee ou das tensdes Gy, pode ser obtida com a substituigio da Equagdo
, adaptada para pontos internos, na Lei de Hooke, como segue:

G (8) == Sype (5, Qup (Q)T + [ Dy (5, Q)P (T +

r r
[ Doge (5,0 (=B Dy, (5,)[ (1=0)ky, , +Vkyy .8, [wn, (qHQ+
Q Q

BI Doge (5,0) [(1 ~0)Kpgyy +VKgg 4 Opy } Wy (q)dQ
Q

E valido afirmar que os esfor¢os N, s@o iguais as tensdes ao nivel da superficie média multiplicadas pela espessura
da casca.

Nge (8) =t0 . (8)

E ainda de interesse obter a representagdo integral dos deslocamentos de flexdo para pontos internos.

* NV
w(s)= | (—Mn (Q)%(&Q) +V,(Qw'(5,Q) A=Y R (5,Qw(Q)
r

k=1
* aW * *
| M EQTH@+ V(5. QwQ) AT+ [ ay(@w (.00
r Q
[ Kop (@Ngg (@w" (5, a1
Q
As Equagdes ,, ¢ compdem um sistema de equacgdes determinado que permite a obteng¢@o dos valores de interesse.

Apresentam-se a seguir as expressoes algébricas das equagdes supracitadas, na ordem em que foram definidas anteriormente.
Vale destacar que a somatoria KNy, € representada pela variavel N_.

[H,, ]2n,zn Un }Zn.l =[G., ]2n,2n P }zn,l ~[Sm ]Zn,Zn Uy }Zn,] +[R,, ]2n,2i We }z|,1 +{F,, }Zn,l
[Hb]Zn,Zn {Ub }Zn.l = [Gb ]Zn,Zn {Pb }Zn,l + [Jb ]Zn,i {ﬁm },1 + {Fb }Zn,l
{m }.1 == [H 'm 1,2n {Um }Zn,] + [G 'm 1,2n {Pm }Zn,l _[S’"‘ ]i,Zn {Ub }Zn,l + [Qm ],. {Wb }.,1 + {F 'm }.,1

{Wb }i,l == [H " ],2n {Ub }Zn‘l + [G " 12n {Pf }Zn,l + [J 't ]Li {ﬁ‘“ }:_1 + {F " il
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A representa¢do matricial do sistema ¢ dada a seguir:

H. -R_. S 0 ](u,] [G., o E
o 0 H, -, ||W, 0 G, |[P,] |
H. -Q. s I |[|u[ |G, o {Pb} P
o 1 HY, -I'||N. 0 G F',

sendo M o numero de pontos no contorno € 1 o niimero de pontos no interior do dominio, os quais, na metodologia
adotada, constituem os nos de células.

3 Tratamento das integrais de dominio

As integrais sobre o dominio presentes na formulagao apresentada podem ser subdivididas em duas classes basicas. Na
primeira, o niicleo da integral, que consiste em uma solugdo fundamental ou suas derivadas, multiplica um termo de valor
conhecido sobre o dominio (Equagao ), como € o caso das integrais de forgas de corpo. Outra situagdo ¢ aquela em que o
termo multiplicado ¢ incégnita do sistema, Equacdo .

[X'Tdo
[X'Tdo
Q
O procedimento a seguir ¢ utilizado no calculo de integrais do tipo apresentado na Equagdo . O objetivo ¢ transferir a

integral do dominio para o contorno, de forma que esta possa ser avaliada de forma mais simples.
Inicialmente, admite-se a existéncia de uma primitiva da solu¢ao fundamental:

V0L=X

A integral pode entdo ser reescrita na forma:

oL oL
jXTdQ J.VLTdQ j( aijdQ

Fazendo-se uma integragdo por partes, tém-se:

J.(aﬁ; azLJT dQ = J.(—n +6—Ln jT dr_J'[@_L@_T+6_L8_TJdQ
5\ 0x Gy oy ol 0x ox Oy oy

Uma segunda integragao por partes leva a

oL dL T T T
—n, +—m, [T dI'- ( —n, +—n deF+ [—+— dQ
1[&( oy J I oy iaxz oy’

Por fim, a integral original no dominio resulta:

— oL \= oT —
iVZL-T dQ:l(a)T dr_l[a_nJL dF+iV2T-L dQ

Vale destacar que podem-se obter sucessivas primitivas, a fim de anular a integral de dominio que resta no ultimo
termo do desenvolvimento. Obtenda uma primeira primitiva, ¢ ao fim de duas integragdes, como mostrado acima, ¢
possivel tratar integrais cujo termo T possua distribuigdo constante ou linear.

68 Rev. Tecnol. Fortaleza, v. 28, n. 1, p. 62-76, jun. 2007.



Modelagem de cascas abatidas através do MEC

Podem-se utilizar diversas metodologias para o tratamento de termos de dominio como a Equacao . Adota-se aqui um
procedimento de calculo semi-analitico dessas integrais, a partir da defini¢ao da variavel de interesse em regides discretas

do dominio.
Considere uma por¢do do dominioQ2, discretizada em célulasQ  (Figura 3).

T

(%)

Figura 3: Divisdo do dominio em células; exemplo de aproximagdo linear

Aproximando-se o valor de f(q) em cada célula por uma fungido®,(q), tem-se:

£ (@) =0, (qf"

Desta forma, uma integral que contém o termo em f(q) pode ser escrita como um somatdrio das integrais de cada

célula, por exemplo:

Nccl
[uSof(@d2=" [ u'(S,q0(@d,f"
Q m=lQ

A integrag@o de um termo de dominio sobre as células resulta numa matriz de coeficientes, que representa a influéncia
dos valores f;. Substituindo-se f; obtém-se as influéncias dos deslocamentos e suas derivadas.
No presente trabalho, utilizam-se células planas triangulares, e aproximacao linear para as variaveis.

A funciao de forma linear ¢ dada por:

1
o} ZZ_AC Oy +(pOX+YOY)

sendo A, a drea da célula, e os termos O, @, e ¥, definidos por notagdo ciclica, comi, j,k =1...3, como

segue:
Oy = XY — XY

Py =Y; Y«

Yo =X —X;

O procedimento semi-analitico € brevemente descrito a seguir, de forma genérica. Inicialmente, admita-se uma integral
de dominio, que possua uma solucdo fundamental qualquer ¥ em seu nucleo, multiplicada por uma densidade incégnita

f . Escrevendo-a como um somatério de integrais sobre células, t€m-se:
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[u'fdo= % [ uo do, £
Q

m=1 Q,
escreve-se a expressao em coordenadas polares, obtendo
Ncel % Ncel %
> [ue do, =3 [[u'o, rdrdo £
m=1 Q. m=lg r

com integragdo analitica na variavel I', chega-se a equagéo abaixo.

Nii”u*q)lrdrde f1m=Nf‘jjqfde £m

m=lg r m=lg

na qual ¥ contém as derivadas do nucleo da integral em relagiio a I'. Na formulagio aqui apresentada alguns nucleos
integrais contém, além de uma solug¢do fundamental, expressdes de valor conhecido relacionadas a geometria e material
da casca. A presenga de tais expressdes ndo inviabiliza de nenhum modo a aplicagdo do procedimento descrito acima, de
forma que YV ainda pode ser escrito em fungdo da coordenada T.

Uma expressio equivalente, representada sobre o contorno I'y, de uma célula é,

Neg lar
Y |——dl_ | "
mz_lrj (rand mj 1

que, escrita em funcdo das coordenadas homogéneas do contorno da célula, torna-se:

Neg 1 or o
;ﬂg@ o4 ]

esta expressdo € integrada numericamente, por quadratura de Gauss.

4 Aplicagdes

A metodologia aqui apresentada foi implementada em linguagem MATLAB®, dando origem ao programa SSPLBE
— Shallow Shell Problem with Linear Boundary Element. Inicialmente, apresenta-se um exemplo de placa, a fim de validar
a implementacao para o problema desacoplado de flexdo. Problemas envolvendo cascas vém a seguir.

4.1 Placa apoiada em dois lados ortogonais e engastada nos outros dois

400 N/m’
Trata-se de uma placa quadrada, com 2 ;; de lado e 6 cm de espessura, sob um carregamento de .
Admita-se médulo de elasticidade de 2,05 x 10" N/m? e coeficiente de Poisson nulo. O problema ¢ analisado em Bares
(1969). Utilizam-se 24 pontos de integragdo, e diferentes discretizacdes no contorno.

A

[a=]
—_

mPp——_—_—_—,—,——— e

Figura 4: Placa apoiada/engastada com carga uniforme
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A Tabela 1: Apresenta os resultados obtidos nos pontos destacados, confrontados com os valores de referéncia.

Método W P1 M_ P1 M, P1 M, P2

Bares (1969) 3,642 x 107 37,44 37,44 -108,32

16 elem. 3,654 x 10¢ 37,47 37,47 -115,22

Presente 32 elem. 3,649 x 10 37,46 37,46 -109,74
Estudo

64 elem. 3,649 x 107 37,46 37,46 -108,72

Tabela 1: Valores de deflexdo e momentos nos pontos especificados (N, m)

Nas Figuras 5 e 6, apresentam-se alguns diagramas tracados com resultados do programa, representando as distribuigdes
dos campos de deslocamento transversal e momentos sobre a superficie média da placa.

E e N e

a0o03ge
feln[np=ar
003+ &
ln[n=F=1rA
ln[np=F-3rA

sOoge e
0o3ar e
Ela[ip=1
la[aE=F-1

Figura 5: Deflexdo (m); Momento M, (N,m)
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vl = L IS T |
O, o o;npg o

1 B {ay
[T = | =] (=]

Figura 6: Momento Mx (N,m): Momento M,, (N,m)

4.2 Casca cilindrica de base quadrada, engastada e livre

Admite-se uma casca de curvatura cilindrica, com raio de 100 m, e base quadrada de dimensdes unltarla T\%Flguga 7).
O carregamento transversal vale q; = 0,006853 N/m?, o modulo de elasticidade longitudinal é de 1000 N/m eo
coeficiente de Poisson é igual a 0,3. A espessura da casca ¢ h=0,1m

Figura 7: Casca cilindrica, engastada nas bordas retas e livre nas bordas curvas

Na andlise com uso do programa desenvolvido, adotam-se 40 elementos de contorno, ¢ 32 células sobre o dominio,
como ilustrado na Figura 8. Os resultados sdo validados por um pacote comercial, baseado no método dos elementos
finitos. Para tanto, utilizam-se 400 elementos do tipo quadrilateral isoparamétrico com aproximagao quadratica, o qual ¢
bastante indicado para o tipo de problema em analise, segundo instrugdes do programa.

72 Rev. Tecnol. Fortaleza, v. 28, n. 1, p. 62-76, jun. 2007.



i)

e}

Modelagem de cascas abatidas através do MEC

&

Figura 8: Discretizagdes utilizadas no contorno e no dominio

Alguns valores obtidos com a presente proposta sdo confrontados com os resultados de referéncia, como mostra a
Tabela 2. O diagrama de deslocamento transversal é apresentado na Figura 9.

Tabela 2: Deflexdo no ponto central e forgas de contorno (

Método

N,m)

W N. P2 N. P1

0

Q. P1

M. P1

Refer. MEF

2,30E-04 2,70E-05 1,20E-04

3,12E-04

-4,67E-04
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Figura 9: Deslocamento transversal obtido com a proposta apresentada
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Verifica-se uma boa conformidade entre os valores propostos e os resultados do método dos elementos finitos.
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4.3 Casca esférica de base circular, engastada

Analisa-se neste exemplo uma casca em forma de cunha esférica, com 10 M de diametro, espessura de 0,01 m e
raio de curvatura R =100 m. As propriedades mecanicas e de carregamento valem: E/q; =2,1x 10° N/m* ¢ y =0, 3.
Considera-se a borda perfeitamente engastada, sendo as condigdes de contorno u=0,w=0,w,=0.

A validacdo do exemplo € feita com base em dois trabalhos da literatura. Em Dirgantara & Aliabadi (1999), apresenta-
se uma analise pelo método dos elementos de contorno, além de resultados obtidos com uso de um programa comercial
(SAP90), baseado em elementos finitos. Na formulagdo via MEC proposta no trabalho supracitado, a flexdao ¢ tratada
pela Teoria de Reissner, e as integrais de dominio sdo computadas por aproximagao sobre células quadrilaterais com
geometria quadratica e aproximagao constante para as variaveis. Ainda, utilizam-se elementos de contorno quadraticos
isoparamétricos. Neste trabalho referenciado, utilizam-se 16 elementos de contorno e 81 células. A malha de elementos
finitos utilizada possui 540 elementos. No segundo trabalho, Wen et al. (2000) utilizam o MEC para a analise do problema,
com elementos quadraticos isoparamétricos na aproximagao do contorno. As integrais de dominio sao transformadas para
o contorno através do método da reciprocidade dual (Nardini & Brebbia). Utiliza-se a Teoria de Reissner. O contorno ¢é
discretizado em 16 elementos, e 25 pontos sao utilizados no mapeamento do dominio.

No presente trabalho, analisa-se apenas um quarto da estrutura, em razao da simetria. Utilizam-se 36 elementos de
contorno e 82 células, como ilustrado na Figura 10. A Tabela 3 lista alguns resultados, tais como a deflexdo no ponto
central, e as for¢as no contorno.

Figura 10: Discretizagdes utilizadas no contorno ¢ no dominio

Tabela 3: Deflexdo e forgas no contorno da casca esférica (N, m)

Resultado Presente Refer. 1 MEC Refer. 2 MEC Refer. MEF
W, 0,205 0,209 0,211 0,210
N, 22,812 22,300 22,729 22,879
Q, 1,667 1,386 1,429 -
M 1,463 1,499 1,507 1,492

n

Verifica-se uma razoavel concordancia dos valores aqui obtidos com os resultados de referéncia. Deve-se ressaltar que
na modelagem de apenas um quarto da estrutura existe o inconveniente do canto livre, que pode levar a perturbagdes na
solu¢do em sua vizinhanca.
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5 Conclusao

Apresentou-se um modelo numérico para analise de cascas abatidas, o qual apresentou desempenho satisfatério numa
validagdo feita com base em outros trabalhos ¢ em resultados de programas comerciais consagrados, baseados no método
dos elementos finitos.
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