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Simulacdo numérica da propagacio de um pulso quasi-
soliton sob a a¢do de GVD por meio do método das diferencas
finitas no dominio do tempo

Numerical simulation of the propagation of a quasi- soliton pulse
under the GVD of action by means of the finite difference time
domain

Resumo

Neste trabalho, 0 método FDTD (diferengas finitas no dominio do tempo) foi usado para modelar
numericamente a propagacao de um pulso quasi-soliton em uma fibra padrdo sob efeito apenas de
GVD (Dispersao de velocidade de grupo), obtendo-se, assim, uma solugdo numérica para a equagao
de propagacdo de um pulso em fibra dptica monomodo. Foi descrito em detalhes o esquema de
funcionamento do método e o modo como ele foi adaptado para a solugdo. Apds a implementacdo
numérica, foi possivel verificar diversas propriedades fisicas, tais como a lei de conservagdo de
energia, a dispersdo do pulso (alargamento temporal), além de se constatar uma consideravel
precisdo do método.

Palavras-chave: Diferencas finitas no dominio do tempo, Dispersdo de velocidade de grupo, Fibras
Opticas.

Abstract

In this work, we used the FDTD (finite-difference time domain) method for numerically modeling
the propagation of a quasi-soliton pulse in a standard fiber under the effects of only GVD (group
velocity dispersion), thus reaching the numerical solution of the propagation equation. We described
in detail the layout and operation of the method and how it was adapted to the solution. After the
implementation of the numerical equations, we were able to analyze several physical properties, such
as the energy conservation law, the pulse dispersion (broadening in the time domain). Moreover, we
observed a considerable precision of the method.

Keywords: FDTD (finite-difference time domain), GVD (group velocity dispersion), Optical Fiber
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1 Introducgéao

O estudo da maioria dos fendomenos fisicos comporta uma modelagem matematica, uma analise numérica mais
apurada, além do estudo puramente analitico, visto que ha iniimeras situagdes analiticamente insoltveis, sendo o estudo
numérico uma opg¢ao segura para a obtengdo de solugoes.

Setores como fisica aplicada, engenharia, aplicagdes tecnologicas e ciéncias exatas sdo bem requisitados no que
tange a problemas de equalizacdo em aberto, os quais, muitas vezes, recorrem a artificios computacionais para serem
resolvidos.

No campo da fisica geral, a equagdo ndo linear de Schrodinger (ENLS) descreve uma grande classe de fenomenos
fisicos, tais como instabilidade modulacional de ondas de dgua, propagagdo de pulsos quentes em cristais anarmonicos,
movimento helicoidal de um filamento de vortice muito fino, modula¢ao néo linear de ondas de plasma ndo colisionais,
autoconfinamento de um feixe de luz, estudo de sistemas Opticos ndo lineares em fibras de vidro e cristais fotonicos,
estudo da ondulatéria em casos ndo lineares, analise em dispositivos Opticos para diversas aplica¢des, dentre outros [1,2].

A equagdo nio linear de Schrodinger (ENLS), de abrangéncia preeminente, pode ser vista como um caso particular da
Equacgao de Helmholtz, por sua vez dentro da grande Teoria de Sturm-Liouville, configurando uma equagdo matematica
de grande relevancia [3]. A utilizacdo de técnicas numéricas de resoluc@o para problemas a ela relacionados se traduz
como um caminho seguro a ser seguido, sobretudo nas situagdes em que solugdes analiticas ndo sejam viaveis.

Os problemas descritos por meio de equagdes diferenciais podem ser classificados de duas formas: problema de
valor inicial (PVI) e problema de valor sobre o contorno (PVC). O problema de valor inicial consiste em um tipo de
problema no qual ¢ possivel determinar a evolugdo temporal do valor de uma determinada grandeza ¢. Dessa forma,
para conhecer o valor dessa grandeza em um instante genérico @(t), € necessario conhecer seu valor em um momento
anterior @(t,), em que t>t,. Por outro lado, o problema de valor sobre o contorno (PVC) consiste em um tipo de problema
em que se deseja obter o valor de certa grandeza em funcao de sua posi¢cdo no espaco ¢(x) para uma determinada regiao
delimitada por uma fronteira, por exemplo: X <x<x, . A solugdo, nesse caso, deve satisfazer os valores da variavel no
contorno dessa regido de solugdo ¢(x,) € ¢(X,).

A propagacdo de um pulso em uma fibra 6ptica ¢ um exemplo de PVI e PVC, pois, para se conhecer a forma
instantanea do pulso A(zt) ao longo da fibra, ¢ necessario conhecer sua forma inicial A(0,t) na entrada da fibra e as
condi¢des de fronteira ao longo da fibra. Entretanto, as condi¢des de fronteira para o caso da propagacdo de um pulso
através de uma fibra consistem apenas no fato de que a amplitude do pulso ¢ nula nas bordas da fibra, o que torna a
propagac¢ao do pulso na fibra um problema essencialmente de valor inicial.

Existem diversos métodos numéricos que possibilitam a solu¢do de PVI e/ou de PVC, tais como método das
diferencas finitas, método variacional, método dos momentos, método dos elementos finitos, método de linhas, Runge-
Kutta, Split-Step Fourier, dentre outros.

Dentre as aplicagdes elencadas a respeito da ENLS, sabe-se que os sistemas de comunicagdes Opticas tém evoluido a
transmissao de terabits por segundo ao longo de centenas de quilometros através de uma unica fibra dptica. Performances
dessa natureza sdo alcancadas mediante artificios tais como a Multiplexagdo por Divisdo de Comprimento de Onda
(WDM), o uso de amplificadores oOpticos, fibras especiais projetadas e técnicas de geréncia de dispersdo [4]. Uma
abordagem numérica ¢, entretanto, frequentemente necessaria para um entendimento dos efeitos ndo lineares em fibras
opticas [2]. Em sistemas de transmissdo, a fibra optica, o método Split-Step Fourier (SSFM) tem sido largamente usado
para compensar ndo linearidade em fibras, a partir da resolugdo do algoritmo do tipo ‘back-propagation’, utilizando a
Integral do Teorema do Valor Médio de Lagrange [5]. Além disso, foi apresentada uma nova forma de estimar o erro
local para controle de tamanho de passo adaptativo quando da resolugdo da ENLS a partir do uso do Método Split-Step
Fourier (SSFM) em sistemas Opticos [6]. Resultados numéricos interessantes, com portas logicas, foram obtidos com
a modulagdo PAM-ASK (Modulagdo por Amplitude de Pulsos — Modulacdo por Chaveamento de Amplitude) dptica,
utilizando-se 0 método numérico Runge-Kutta de 4* Ordem [7]. Foi registrado na literatura um estudo analisando as
caracteristicas de chaveamento e as curvas de bistabilidade em uma fibra de Grade de Bragg por meio da modulagao
periddica da ndo linearidade utilizando-se o método numérico Runge-Kutta de 4* Ordem [8].

Em virtude da grande quantidade de pontos de amostragem que sdo frequentemente necessarios para descrever
precisamente o campo optico nas simulagdes computacionais, o programa implementado a partir do método computacional
precisa ser altamente eficiente [4]. Dentre os diversos métodos computacionais existentes, o Método das Diferencas Finitas
no Dominio do Tempo — FDTD (Finite Differences in the Time Domain) tem sido largamente utilizado para diversas
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aplicagdes em eletromagnetismo aplicado, teoria eletromagnética, Optica ndo linear, cristais fotonicos e dispositivos
fotonicos [9]. Recentemente, foram registradas na literatura algumas contribuigdes feitas mediante o uso do FDTD,
tais como o estudo de aplicabilidade de um procedimento para simulagdes de sistemas Opticos combinando o método
tragador de raios ¢ o método FDTD sobre duas grades difrativas [10], o estudo em onda completa do FDTD sobre
CROW (coupled resonator optical waveguide — guia de onda dptico acoplado com ressoador) baseado em 8 ressoadores
em anel duplamente degenerados [11], a investigacao de um fotodetector metal semicondutor metal (MSM) que abrange
da regido UVB (280-315 nm) a regido UVC (190 — 280 nm) e cujo projeto teoérico foi feito a partir de simulagdes
computacionais feitas com o método FDTD [12], bem como métodos de trasmissdo optica aprimorada-EOT (Enhanced
optical transmission) e suas respectivas razoes de extingdo de polarizacdo-PER (polarization extinction ratio) de uma
abertura poligonal de subcomprimento de onda circundada por ranhuras poligonais [13], além de um algoritmo hibrido
que acopla uma rigorosa analise eletrogmagnética no dominio do tempo com uma razdo de equacdes representando um
sistema atomico multinivel [14].

A contribuigdo deste trabalho esta na resolu¢do numérica da equagdo que governa a propagacdo do pulso em uma
fibra optica, por meio do método de diferencas finitas no dominio do tempo e com um PVI ainda nio abordado, bem
como na implementagdo computacional desse método para simular a propaga¢@o de um pulso optico através da fibra sob
a agdo de apenas GVD.

2 Metodologia

Quando sdo resolvidos problemas em eletromagnetismo, ¢ incomum que eles recaiam em equagdes que possam ser
resolvidas pelos métodos analiticos tradicionais [9]. As abordagens classicas podem falhar em varias situagdes, como
quando a equagao diferencial parcial (EDP) ndo ¢ linear, ou quando as condi¢des de contorno sdo dependentes do tempo,
ou ainda quando o meio em questdo ¢ anisotropico.

Sempre que um problema com tal complexidade surge, solugdes numéricas devem ser empregadas. Dos métodos
numéricos disponiveis para resolver as EDPs, os que utilizam diferengas finitas sdo mais facilmente compreendidas, mais
frequentemente utilizados e mais universalmente aplicaveis do que quaisquer outros[9].

O método de diferengas finitas foi desenvolvido por A. Thom na década de 1920, sob o titulo de “o método dos
quadrados”, visando resolver equag¢des hidrodindmicas ndo lineares. As técnicas de diferengas finitas sdo bascadas
em aproximacdes, as quais permitem a substitui¢do de equagdes diferenciais por equagdes de diferencas finitas. Essas
equacdes de diferencas finitas sdo algébricas na forma; elas relacionam o valor da variavel dependente em um ponto na
regido de solugdo com os valores em alguns pontos vizinhos. Uma solucdo de diferengas finitas envolve trés etapas:

1) a discretizacdo da regido de solu¢do, dividindo-a em uma grade de nodos ou nos;

ii) a substituicdo das derivadas da EDP por diferencas equivalentes que relacionam a variavel dependente em um
ponto na regido de solucdo para os seus valores nos pontos vizinhos;

iii) resolucdo do sistema de equagdes sujeito as condi¢des de contorno e/ou condi¢des iniciais.

O grafico apresentado na Figura | representa uma fungdo genérica de uma variavel, e o interesse estd na obtencao
da derivada da fun¢@o no ponto P. A aproximacdo da primeira derivada de f por diferengas pode ser feita de trés formas
distintas: diferengas com o n6 posterior, com o né anterior ou central.

Figura 1: Representagdo de uma fungdo genérica de uma variavel. As inclinagdes dos segmentos de reta AP, PB ¢ AB
fornecem as aproximagdes das derivadas da fung¢@o no ponto P anterior, posterior e central, respectivamente. [9]
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X, = AX X X, + Ax X
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A diferenga com o nd posterior ¢ calculada por:

7 ~ flxg+Ax)—f(a
Fxy) = f-*°+x)f(‘°) (1)

A diferenca com o nd anterior ¢ calculada por:

f(xp) = LRG0 @)

A diferenca central ¢ calculada por:

. ~ f(xo+4x)—f(xo—4%) 3
f(x) = Iy 3

Ja as segundas derivadas sdo calculadas por:

- ~ flxo+Ax)—2.f(xg)+f(x0—Ax)
f(x) = (4x)?

(4)

Ao utilizar o método de diferencas finitas para encontrar uma func¢do genérica ®@(x,t) que seja solugdo, divide-se a
regido de solugdo no plano x-t em retdngulos de lados Ax e At. A regido de solucdo deve ser discretizada substituindo os
valores de x por i.Ax (i=0,1, 2, 3...) e t por j.At (j=0, 1, 2, 3...); assim, pode-se reescrever a funcao @ (x,t) por P(i.Ax, j.At)
ou simplesmente @(i,j), supondo que os valores da divisdo da grade Ax e At sejam previamente escolhidos.

Figura 2: Exemplo de discretizagao da regido de solug@o. [9]

L )

=

+

i+l
»>
P
M %’4“.4‘7’7‘
' i el

M i1

-

Assim, as derivadas podem ser escritas de maneira mais compacta na forma:

doxt) @i+ 1j)-¢(i)) ®)
ox P Ax
i 2 a :
e+ 2a=iy(1412)A ©
dpx.t) _  _ elij+1)-9(i) (7
at Tt At
p(xt) _ _ eli+1,)—2¢()+e(i-1))
7 = Qxx = (Ax)? ®)

3 Procedimento numérico

Para o desenvolvimento do método, foi analisada a equagdo ndo linear de Schrédinger (ENLS), que rege a propagagao
de um pulso na fibra dOptica:

Pext) _ _ 26 j+1D-2¢G)+e(ij-1) )
at2 kL (At)?

em que f3, € o paramento de dispersdo de velocidade de grupo (GVD), a € o pardmetro de atenuacdo do pulso e y o
parametro de nao-linearidade. No trabalho em questdo, hd interesse em estudar apenas o efeito de GVD, logo os demais
termos dessa equagdo serdo omitidos.
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Dessa forma, a equagao de propagagdo do pulso na fibra apenas com GVD ¢ representada por:

94 ipy 924 _ 0

9z 2 9tz (10)
em que A=A(z,T)
Discretizando a equagao, tem-se:

(z.T) =A(0,)
Substituindo {Z = i.4z
T = j.At

em que Az corresponde ao passo no espago ¢ At ao passo no tempo.

As derivadas sdo escritas na forma:

oA _AG+1L,) - AGH) (11)
— = Az i A ———
oz Az

2 . . _ . . . . P _ . . T

6_2 e A l[A(‘“'}H) 2.A(L+21,})+A(L+1,] 1) 4 Ali,j+1) Z.A(lz,])+A(L,} 1)] (12)

aT 2 At At

Aplicando (11) e (12) em (10), tem-se:

i.B, (13)

A2+ 'ATT=0

2
A(i+1,j) - AG.j) i.p2

- 5 G+, +1) - 24G+1) + AG+1,j -1 + AGj+ 1D — 2460 + AGj-D] =0 (14

52":2 [AG+1,j+1) — 224G+ 1,)) + AG+1,j—1) + AG,j+1) — 2.4G,)) + AG,j—D]l =0 (15)

. ; ;. i,
A +1,)) — AG,j)) + WY

Chamando:

, — ih2dz (16)

4.At2
pode-se escrever:

% A +1,)) - % A + A+ 1,j+1) - 2A0+1,) + AG@+1,j—-1) + AGj+1) — 2.AG,) + AGj—-1) =0 (17)

Reagrupando os termos, tem-se:

AG+1,j+1) — (2 + é) CAGHL) +AGHLj-1) = (C1D.AG+1D) + (2 - %) CAG) + (—1).4G,j —1) (18)

b €

Com a regido de solugdo discretizada, pode-se representar:

Figura 3: Discretizagdo da regido de solugdo para a propagacao do pulso sob a acdo de GVD.

T
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A equagdo (18) permite gerar um sistema de N - 2 equagdes (2 <j <N - 1), lembrando que:

AG, 1) =AGl,N) =0 (condi¢@o de contorno)
Assim, pode-se reescrever:
AG,j) = 4
Ali+1,)) = 4

Al + b.AY + A5 = (-1).4, + c. A, + (-1).45
Ay + b. Ay + A, = (—1).4, + c.A; + (—1).4,
Ay + b Ay + Ay = (143 + Ay + (1.4

~
I
=W N

j= N—12 B ¥ Bl + Ay = (1) Ay + ey 5 + 1) 4y

Esse sistema de equacdes estabelece uma relag@o entre os valores antigos de AJ. (em 1) com os novos valores AJ.' (em
i+1). Para descobrir a forma do pulso no final da fibra, deve-se resolver esse sistema para cada passo do pulso, simulando
sua propagacdo na fibra. Para resolver esse sistema, pode-se escrevé-lo na forma matricial:

Chamando Sj =(-1).Aj +cAG+1) (1. AG+o (19)
Logo:

Al + b.AS + A3 = S,
A, + b.A3 + 4’4 S,

Ay_> + b.Ay_; + Ay = Sy—2

Ou na forma matricial:

[B].[a'] = [s]

(20)
em que:
1 b1 00 0 0 0 0
01 b 1 0O 0 0 0
B=]0 01 b 1 O0 0 0 0
00000 O0 -+ 1 b 1y,n
A} S1
A S,
Al = '3 S = 53
Ay N1 Sn-2 N-2,1

Para resolver esse sistema inimeras vezes (0 mesmo numero de passos em z), foi desenvolvido um programa no
software MatLab, permitindo a simulagdo da propagacéo do pulso ao longo da fibra.

4 Resultados e discusséao

Em todas as simulagdes, foi utilizado o mesmo pulso inicial na forma A = sech (T/T)) com T, , - Largura do pulso
a meia altura (full-width at half~maximum) de 2ps observados mediante diferentes janelas temporais (implementadas
numericamente no referido algoritmo), mas sempre divididas em 1024 pontos no tempo. Para cada situagao, foi obtido o
valor T, do pulso ao final da propagag@o e calculado o fator de compressao (FC) do pulso, sendo este obtido por meio
da razdo entre a largura do pulso a meia altura no inicio e ao final da propagagdo. As figuras seguintes mostram a evolucao
da forma do pulso no tempo a medida que ele se propaga na fibra.
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Figura 4: Perfil de propagagio temporal do pulso para L=10km e (a) B,=-0,5ps*/km; (b) B,=-1,0ps*/km; (c) B,=-2,0ps*/
km.
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A Figura 4 (a, b e c) representa, para trés valores de f3,, a simulagdo da propagacdo do pulso em uma fibra de
10km observado sob uma janela temporal de 100ps (no eixo ndo identificado nos graficos, cada unidade corresponde
a 0,0977ps). Pode-se perceber que o alargamento do pulso aumenta com o aumento do valor absoluto de f,. Para B,=-
0,5ps*km, o pulso ao final da propagacdo possui T, de 6,5ps; para B,=-1,0ps’’km, o pulso ao final da propagacdo
possui T, , de 11,0ps; e, para B,=-2,0ps*’km, o pulso ao final da propagagdo possui T, de 20,5ps.

Figura 5: Perfil de propagagdo temporal do pulso para L=20km e (a) B,=-0,5ps*km; (b) B,=-1,0ps*/km; (c) B,=-2,0ps*/
km.
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A Figura 5 (a, b e c) representa, para trés valores de f3,, a simulagdo da propagacdo do pulso em uma fibra de
20km. Nas Figuras 5(a) e 5(b), o pulso foi observado sob uma janela temporal de 100ps (no eixo ndo identificado nos
graficos, cada unidade corresponde a 0,0977ps), enquanto, na Figura 5(c) foi utilizada uma janela de 200ps (no eixo nao
identificado nos graficos cada unidade corresponde a 0,1953ps) pois a janela de 100ps ndo era suficiente para comportar o

Rev. Tecnol. Fortaleza,v. 35, n. 1 e 2, p. 45-54, dez. 2014. 51



Francisco Tadeu de Carvalho Belchior Magalh&es, Paulo Victor Ferreira Pinto, Dayse Gongalves Correia, Alisson da Conceigao Ferreira, Lucas
Pinheiro de Moura, Daniel do Nascimento e S& Cavalcante, Tiago Mourdo Pessoa, Glendo de Freitas Guimaraes, Wilton Bezerra de Fraga

pulso em virtude de seu alargamento. A partir dos graficos que compdem essa figura, pode-se perceber que o alargamento
do pulso vai aumentando com o aumento do valor absoluto de B,, com T, variando de 11,0ps (B,=-0,5ps*km) para
20,4ps (B,=-1,0ps*km) e finalmente para 40,0ps (B,=-2,0ps*km). E interessante perceber que o T, para o pulso ao final
da fibra de 20 km com B,=-0,5ps*km ¢ igual ao valor para o pulso ao final da fibra de 10 km com B,=-1,0ps*km, o que
mostra que a solu¢ao da ENLS se torna linear quando o tnico efeito observado é o GVD.

Figura 6: Perfil de propagagdo temporal do pulso para L=50km e (a) B,=-0,5ps*km; (b) B,=-1,0ps*/km; (c) B,=-2,0ps*/
km.
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A Figura 6 (a, b ¢ c) representa, para trés valores de ,, a simulagdo da propaga¢do do pulso em uma fibra de
50km observado sob uma janela temporal de 400ps (no eixo nao identificado nos graficos, cada unidade corresponde
a 0,3906ps) para os trés valores de f3,. A partir dos graficos que compdem essa figura, pode-se, mais uma vez, perceber
que o alargamento do pulso vai aumentando com o aumento do valor absoluto de 3,, com T, , variando de 25,2ps (B,=-
0,5ps*km) para 49,7ps (B,=-1,0ps*’km) e finalmente para 99,0ps (B,=-2,0ps*km).

A Tabela 1 mostra a relagao de valores do fator de compressdo em fun¢do do comprimento da fibra e do parametro
de GVD (B,), além dos valores de T, do pulso ao final de cada propagagao.

Tabela 1: Relagdo entre o fator de compressdo para diferentes valores de 8, e comprimentos de propagagdo em fibras
opticas.

B, (ps*/km) L (km) T, ... ao final da propagacio (ps) Fator de Compressio
-0,5 10 6,5 3,09e-01
-1,0 10 11,0 1,82e-01
-2,0 10 20,5 9,78e-02
-0,5 20 11,0 1,82e-01
-1,0 20 20,4 9,79¢-02
-2,0 20 40,0 5,00e-02
-0,5 50 25,2 2,02e-02
-1,0 50 49,7 4,02e-02
-2,0 50 99,0 7,93e-02
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Simulagéo numérica da propagagao de um pulso quasi-soliton sob a agdo de GVD por meio do método das diferengas finitas no dominio do tempo
5 Conclusao

O método de diferengas finitas apresenta-se como uma opg¢do para a solugdo do PVI (problema de valor inicial)
descrito pela equagdo nao linear de Schrodinger (ENLS) para a propagacdo de pulsos em fibras opticas sob a agdo apenas
de GVD (dispersao de velocidade de grupo).

A partir dos resultados obtidos pelas figuras de pulso propagado, infere-se que 0 método FDTD resolve esse PVI sem
intercorréncias. Adicionalmente, nota-se que a precisdo do método pode ser verificada visto que foram obtidos valores de
T, idénticos para diferentes pardmetros da fibra, o que ratifica que 0 GVD ¢ um efeito linear.

A implementagdo do método incorre em uma maior complexidade de algoritmo, resultando em maior esforgo
computacional quando comparado a outros métodos. Dessa forma, pode-se dizer que o método ¢ mais lento que outros
métodos largamente utilizados como Runge-Kutta de 4* ordem e Split-Step Fourier.
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