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Resumo

Apresenta-se neste artigo a resposta de um sistema massa-mola submetido a carga dindmica arbitrdria. Essa
resposta € encontradu usandu-ye a integral de Duhamel, cujo procedimento também € chamade de Método da
Integral de Convolugdo. Ele é derivado da superposicdo da resposta a impulsos de curta duragdo. Como nem
sempre € possivel encontrar uma resposta analitica, apresenta-se aqui os procedimentos para a avaliacdo
numérica da integral de Duhamel. No final um exemplo numérico ilustra a aplicagdn do mérodo.
Palavras-chave: Andlise dindmica, carga arbitrdria, integral de Duhamel.

Abstract

This paper presents the response of a spring-mass system submitted to an arbitrary dynamic excitation. That
response is evaluated using the Duhamel Integral Method also cailed Convolution Integral Method. In this
method the total response is obtained by adding the responses of an infinite number of impuises. The analytical
response il is not always possible. Thus, it is presented here the procedures for numerical assessment of the

Duhamel integral. Finally it is shown a numerical example to illustrate this methodology.
Key-Words: Dynamic analysis, arbitrary load, Duhamel integral.

l. Introdugéo

Quando em um sistema massa-mola atuam forgas
periddicas de forma geral, estas podem ser representadas
por uma superposigio de termos harmdnicos de varias
freqiiéneias. A resposta de sisternas lincares € encontrada
pela superposigdo da resposta harmoénica de cada
componente harménico da carga. Quando a carga
aplicada ao sistema é ndo-periddica vdrias técnicas
podem ser aplicadas para se obter a resposta, como o
método da integral de Duhamel (solugdo no dominio
do tempo), o método da transformada de Laplace, o
métodu da transformada de Fourier (soluggio no dominio
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da freqiiéncia) ou usando-se um método passo-a-passo,
no qual procura-sc atonder a condigdo de cquilibric
dindmico, em cada passo, recorrendo-se & integragdo
numérica, sendo este procedimento adequado para
andlise nao-linear.

Este artigo apresenta o método da integral de
Duhamel, que também pode ser chamado de método da
integral de convolugdo. Neste método a carga dinimica
€ considerada como uma sucess3o de impulsos de curta
duragfio e a resposta de cada impulso, em vibragao livre,
torna-se uma contribuigfo separada para a resposta total
nos (empos subsequentes,
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Il. Resposta para um Impulso de Curta Duracao

Considere um sistema com um grau de liberdade
(1GL), sem amortecimento, submetido a um impulso

td
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de curta duragiio, ou seja, quando o tempo de ¢xcitagdo
¢, € muito menor que o periodo natural T {t,<< T)).
Esse impulso pode ser definido como:

I= j p{t)dt (h
0
Pt
v
4 2 >
]
<< T,
t, t
Figura 1. Sistema 1 GL submetido a um impulso.
Nessa situagio a equagio do movimento ¢ as Conseqiientemente,

condig¢des inicials sfo:

mv+kv=pt) O<tsy (2a)
mv 4+ kv =0 t>1, (2b)
v(0)=0; v(0)=0 (2e)

Sendo pft) a carga de curta duragiio atuando no
intervalo 0 <t < td ¢ v(0) ¢ v(0), deslocamento e

velocidade iniciais, respectivamente,

Dividindo a Eq. (2b) por m, ¢ reescrevendo-a obtém-se

v+arv=0 (3)

Omle w® = k/u, sendo @ a freqiéncia natural do
dado sisterna massa-mola. Assim a cquagdo
caracteristica serd

2+ =0 4
cuja solugdo €
$,= 0 (5)
Dessa forma a solugio da Eq. (3) pode ser expressa
como
v=C, e G (6)

Na Eq. (6), C, ¢ C, sdo constantes complexas.
Porém, levando-se em conta que a resposta deve ser
real, C, e C, devem ser complexas conjugadas.
Consegiientemente, usando-se o par de equagles de
Euler, a Eq. (6) assume a forma

v=Acoswt+Bsenwt (7)

As constantes A ¢ B sdo determinadas das condigdes
inicials, V(O)-— vy © \}(0) =V, dag quais se abterao

A= Vy (83)

g=lo
w

(8b)
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Vo
v=v.cosmt+ | [senar (9
0 a)

Integrando, no tempo, a Eq. (2a) ¢ introduzindo as
condig¢Bes iniciais nulas (Eq. (2c)), obtém-se

mv(t,) kv, t, =1 (10)

avg
Onde U‘]Vgé uma média do deslocamento no tempo
interno Q0 <t <4,

Quando t,— 0 O segundo termo da Eq. (10) pode
ser ignorudo. Lugo,

myv(0")y=1{
Portanto, um impulso consistindo de uma elevada

forca atuando em curto espago de lempo tem ¢ efeito de
dar A massa uma velocidade inicial dada por:

e
o= (an
Ficando a massa com um deslocamento inicial dado
por:
V({0 =0 (12)

Tsto pode ser usado como condigBes inicials para o
problema de vibragdo livre da Eq. (2b). Usando esscs
valores na Eq. (9), a resposta ao impulso valerd:

v(t) = (—[—Jsen ot
me

Pode ser mostrado, também, que a resposta ao
impulso para um sisterna com 1GL com amortecimento

VISCOso (é <1) é

(13a)

{
v(t)=| —— |e™ sen wt (13b)
ma,
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As fungbes de resposta a0 impulso unitdrio sdo
obtidas das Eqs. (13a) e (14b) para sistemas ndo-
amortecidos ¢ amortecidos, respectivamenie, yuando
adota-se /=1.

lil. Resposta para Carga Arbitraria

Considere um sistema com 1GL sem
amortecimento, iniciando no repouso e logo apés
submetido  a uma forga p(t) mostrada na Fig. 1. A
resposta do sistema causada pelo impulso df = p(t ). dt
¢ chamada dv(t ) e € obtida da Eq. (13a), resultando:

dv(r) = (d—l)sen -7} (14)
mao
P(1)

v

T ”dT t

Figura 2. Excitagic dindmica arbitraria.

A resposta total devida i excitagfio arbitrdria p(z) é
obtida somando as respostas de todos impulsos
infinitesimais p()d, isto ¢, integrando a Eq. (14), ou
seja;

l I
v(t) =(— p(T)sen w(t—1)dr (15)
mo J

Esta equacgdo ¢ conhecida como Eguacdo Integral
de Duhamel. E usada para calcular a resposta de um
sisterna massa-mola submetido a uma carga arbitraria.
Ela também pode ser cxpressa na forma de uma integral
de convelugdo, da seguinte forma

t
p(t)—J.p(‘L')h(t—’r)d‘L' t =20 (16a)
onde ’
h(t—r):Lsencu(t-f) (16b)
mao

Para um sistema dotado de amortecimento viscoso,
a integral de Duhamel assumird a forma

v(t) =( !
ma@

Quando o sistema possuir condigdes iniciais ndo-
nulas, a resposta serd dada por:

l)rp(‘r) e seng (t—1) dr amn

d

W) = [Ll[p(r) sen aft~7) dt + y cosar + | = |senat (18)
e
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para o sistema ndo-amortecido. E

d n

1
03] =(—— I[ K™ senay, (1-T)dr + v, &% cos m,t +
o,

{19)
i

1 .
[5— ](V(, +Ewv, )e‘é“” sen, ¢

pata o sistema amortecido.

Se & expressiio que define o carregamento no tempo,
p(t) , é analiticamente simples, a integral de Duhamel
pode ser calculada diretamente. Porém, h4 situages em
que isso ndo € possivel, como é o caso em que a fungio
de carga ¢ determinada experimentalmente. Dessa
maneira, a integral deve ser calculada através de
procedimentos numéricos. Para desenvolver cssc
procedimento, faz-se uso da seguinte identidade
trigonométrica:

sen(wr —wr) = [sen wr cos wr - cos @r sen wr] (20)

Entio a integral da Eq. (15) pede ser escrita como

I L
v(t) =sen (ot[—— j p(T) cos T er — Cos ax
ma

[ﬁl p(1)sen @t dr] (21}
ou melhor
vin=[ A{t)sen ot - Btkosat | (22)
Onde
E(!)s;l(;j:ﬂ(‘t)cos wrdr (23a)
¢
E(Z)Eﬁaj:p(r)senwrdf (23b)

Agoraas integraisem A(t) e B(z) serdo avaliadas

numericamente. Nesse caso, divide-se o tempo em um
nimero discreto de pontos, adotando-se por

conveniéncia, iguais intervalos A7 de tempo. Assim,

tanto a carga quanto os integrandos de A(t) ¢ B(p),

¥y = p(T)cos@T ¢ z=p(T)senwt
respectivamente, sdo avaliados naqueles pontos
discretos.

Usando-se a regra de Simpson, em sua forma
recursiva, as Eq. (23a) e Eq. (23b) serfio dadas por

X ax At 244
ApsAy, o Dy 4% +yy] N=2468,. @
5 = AT -

By=By,+— [}’N—z +4yn +)’N} N=2468.. (24b)

- 3ma
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Finalmente a resposta valerd:

v :[A

N

(25)

v sen ot - B cos oty ]

k =40000 kN/m
N
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EXEMPLO NUMERICO

A Fig. 3 mostrauma caixa d’dgua elevada e a carga
dindmica transicnte 2 qual estd submetida. Esta carga
tenta simular a agfio de uma rajada de vento. A resposta
serd avaliada numericamente pela Eq. (23).

400 kN

0,025 5 0,025 5 (

Figura 3. Caixa de dgua elevadu e carga de veato

Para esse sistema, a freqiiéncia angular ¢ o perfodo
80 respectivamente:

a):\/E:14O.OOO =31.62 rad/s Tzz—ﬂ:0.205
m 40 w

O incremento de tempo usado na integragiio
numérica foi AT = 0.005 s, o qual corresponde a um

§.053 &
4.0E-3
0)
e 0.0E+ 0 -4
=
E 0.
= )
=
F
=
40B3 -
-8.0E-3

Figura 4. Respostas a carga transiente mostrada na Fig3
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incremento angular em vibragdes livres de wAT = 0.13
rad .

A andlise numérica € realizada considerando o
sistema com e sem amortecimento. Para o sistema
amortecido adota-se um modelo com taxa de
amortecimento viscoso igual a 5% (€ = 0.05). Os grificos
(tempo x deslocamento) das respostas para os casos
amortecido ¢ ndo amortecido sio mostrados na Fig. 4.

Legenda

Sistema Ndo-Amortecido

Sistema Amortecido
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IV- Conclusdes

Este trabalho apresenta o método da integral de
Duhamel para o cdlculo da resposta de um sistema
massa-mola submetido a carga dindmica arbitréria.
Mostra também um procedimento para a avaliagio
numérica daquela integral. Com o exemplo numérico
pode-se perceber a importincia dessa poderosa
ferramenta para a avaliagdo da resposta de sistemas
submetidos a cargas dindmicas de forma genérica.
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