Uma Visdo Critica dos Métodos
- para DistribuicGo de Viagens

INTRODUCAO

Apesar de nfo existir nm consenso metodolégico
em planejamento de transportes, tem aparecido nos
pafses do ocidente um acordo com respeito a defini-
¢do de etapas que devem ser realizadas sequencialmente
durante o processo. Entre elas estdo a GERACAO DE
VIAGENS a DISTRIBUICAO DE VIAGENS [ Santos,
1977 ]. O objetivo da primeira € determinar no ano meta
(futuro) quantas viagens serdo originadas e quantas serdo
atraidas por cada zona de trifego da drea pesquisada. O
objetivo da segunda é distribuir entre as demais zonas
de trifego o total de viagens originadas em cada uma
delas e determinado com a etapa de geragdo. Usualmente
as viagens numa 4rea de pesquisa sio representadas sob
forma matricial e chamada de Matriz Origem/Destino ou
simplesmente matriz O/D. Chamando de [ Tjj ] uma
matriz, entdo o elemento Tij representa o nimero de via-
gens originadas na zona i e com destino na zona j. Sen-
do N o nQ de zonas da 4rea pesquisada o processo de Ge-
ra¢do de Viagens nos fornece 2N dados que serdo utiliza-
dos na etapa de distribui¢o para a determinagdo de uma
matriz N X N. Chamando de Aj o total de viagens atrai-

das pela zona j e Pj o total de viagens produzidas pela
zona i teremos que a matriz O/D deverd satisfazer a:

N
(U El Tij = Aj paraj = 1, 2, . . ., N (N equagdes)
1=

i

N
an 21 Tjj = Pjparai=1,2, ..., N(N equag3es)
J=

O problema de distribuigdo de viagens pode ser posto

matematicamente da seguinte forma:

“Determinar uma matriz [ Tjj ], N XN, que satisfaga as

condic¢es (I) e (II) onde os AjePjparaiej variando de

1 a N sdo obtidos da etapa de geragdo de viagens”.
Matematicamente portanto o problema nio tem so-

lugdo unica (para N>2) uma vez que dispomos de 2N
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equag3es e N? varidveis a determinar.

Dai a razdo da procura de modelos que nos calculem a
proporgin mais correta possivel do volume do trifego
que se origina numa zona e se dirige para as demais zo-
nas da rede. Os modelos de distribui¢ao de viagens con-
sistem essencialmente em admitir hip6teses bdsicas que
melhor interpretem os motivos das viagens. S3o tentati-
vas de representagdo matemdtica de fatores fisicos e so-
ciolégicos observados. Portanto é possivel que um mo-
delo que interpreta razoavelmente bem o comportamen-
to dos viajantes numa cidade européia ou norte-ameri-
cana, nio interprete o comportamento do brasileiro ja
que este estd sujeito nas nossas cidades a condicGes fisi-
cas e sociais diferentes dos primeiros [ Crilly, 1973 ].Este
trabalho foi subproduto de um estudo mais amplo e com
objetivo acima mencionado.

Com este trabalho mostramos que trés métodos de
distribuicdo de viagens conhecidos como FRATAR,
FURNESS e DETROIT [ Robillard, 1974 ] nos levardo a
uma mesma solug¢io [ Santos, 1977}

Isto foi conseguido formulando dois problemas dife-
rentes € chamados de P1 e P2. No lema 1 é mostrado que
toda solugdo de P1 é solugdo de P2 e vice-versa. No teo-
rema 1 é mostrado que o problema P2 tem solug¢do vinica
e que também deve ser solugdo vnica de P1. Em seguida
mostramos que os métodos de FRATAR, FURNESS e
DETROIT convergem para a solugdo do problema P1.
Portanto os trés métodos convergirao para uma Gmica so-
lugdo.

Dada uma matriz [ tjj ], 1xJ com elementos tjj >0

¢ dado um conjunto de nimeros positivos Pj e Aj com
I J

Z Pp= X Aj = W, vamos propor os seguintes

i=1 j=1 T problemas chamados de P1 e P2.

PROBLEMA P1

Encontrar uma matriz [ Tjj ] satisfazendo a:
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I
Al) T T =4 j=1]
i=1

]
A2) T Tjj =P
j=1

A3) Tjj = risjtij

i=L1

onde rj e sj sdo constantes positivas para todoie j.

PROBLEMA P2

Encontrar uma matriz [ Tjj ] que seja ponto esta-
ciondrio de minimo da fung¢do objetivo abaixo e que sa-
tisfaca as condigoes (A.1), (A.2) € (A.5)

I J I J
AYF([TijD=Z 2 TijinTjj-Z Z Tjjlntij
i=1j=1 i=lj=1

AS5) Tjj=>0 paratodoie j

LEMA 1

Toda solu¢do de P1 é solugdo de P2 e vice-versa

Demonstragdo do lema 1

As condigGes (A.1), (A.2) e (A.5) definem uma re-
gido de dimensdo (I,J) que chamaremos de regifo facti-
vel D. Considerando o problema P2, queremos minimizas

a fungdo dada por (A.4) sobre a regido factivel D. Para
tal vamos construir o Lagrangeano:

-
AG) L([ Tij 1.&,6 )= 2 ETijInTij - T E Tijint;;
ij ij
+ 2o (ZTij-Pi) + ZBj (ZTijj - Aj)
i i j i
Tomando as derivadas parciais de L e igualando-as
zero teremos as condi¢Ges que [ Tjj ] deve satisfazer

para ser um ponto estaciondrio:

A7) 3L = Ty 41 - Intij+ai+j=0

donde

InTjj =-1-aj-Bj+ Intjj
Tjj = el .e'“i.e'ﬁj.tij
Portanto

A8) Tij = risjtij

o L (149 >0
i
Sj = e-ﬁj > 0
Entdo uma matriz |[Tij]| serd um ponto esta-

ciondrio se satisfazer as condigdes (A.1), (A.2), (A.5)
e (A.8) No entanto as condi¢Ges (A.8) e (A.3) sdo idén-
ticas. Portanto uma matriz que é ponto estaciondrio de
F serd solugdo do problema P1, ou seja, toda solugdo de
P2 é solugdo de P1.
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Seja [Tjij"] um ponto estacionirio de F. Se
Tjj*> 0 entdo a matriz de derivadas segundas de F cal-
culada em [ T} ] € definida positiva com termos 1/T i
ao longo da diagonal e zero nas demais posigdcs. Portan-
to [ Ti{ ] ¢ um ponto estaciondrio de mfnimo. Entfo

toda solugdo de P1 € um ponto estaciondrio de minimo
de F e portanto solugdo de P2.

LEMA 2

A fungdo F( [ T; ] ) dada por (A.4) é estritamente
convexa ao conjunto d

Demonstragio

O conjunto D € certamente convexo uma vez que é
definido por um conjunto de inequagdes e equagGes
lineares. O segundo termo da equagio (A.4) ¢ linear com
T jj. Portanto serd suficiente demonstrar que o primeiro
termo que chamaremos de G( [ Tjj ] ) € estritamente
convexo. Entdo:

G(I[Tij]) = Z 2 TijlnTij
ij

Consideremos agora a fun¢do f (x) = xinx. Evans,
S. P (1973) demonstrou que esta fungdo f(x) é estrita-
mente convexa num intervalo ( O,M ] onde M ¢ posi-
tivo. Se D é conjunto limitado, sempre existirdo nime-
ros positivos M j j tais que

D €« (0Mjy]
ij

onde o simbolo 7 representa a operagdo produto carte-
siano. Como G ([ Tjj]) é uma somatéria de fungGes
do tipo T j Int; i segue-se que ela € restritamente con-
vexa naregido m (0,Mjj ] e portanto em D.

L]

TEOREMA 1

O problema P2 tem solugdo tnica.

Demonstragdo

Seja [ Tij* Jum ponto estaciondrio de F. Se T j*
> 0 entgo [ Tjj ] é um ponto de minimo como foi mos-
trado no Lema’l. Pelo Lema 2 a fung¢do F ¢ estritamente
convexa em D. No entanto se uma fun¢do estritamente
convexa tem um minimo local, este minimo € necessaria-
mente o minimo sobre todo o conjunto, ou seja, ¢ mini-
mo global. Portanto o problema P2 tem solugio tinica.

TEOREMA 2
O problema P1 tem solucdo tinica.
DEMONSTRACAOQO

Pelo Lema 1, os problemas P1 e P2 tem conjuntos
solugdes iguais. No teorema 1 demonstramos que P2 tem
uma tnica solugdo. Portanto o problema P1 tem uma
unica solugdo.

TEOREMA 3

Se o método iterativo de Furness converge' entdo
a matriz limite € a Ginica solu¢@o do problema PJ.



DEMONSTRACAO

Para facilitar a descri¢io reescreveremos abaixo o
método de Furness.

Do P

. lJ
(2n) (2n-1) (2n-1)
tij = Fj - tij
(2n+1) _ (2n) (2n)
tij T F tij
onde
o) Fi
Al10) Fy =
(2n)
T tjj
i
2n-1 Aj
All) F(j ) - J

s tj.(2n-1)
i )

O método ilerativo devido a sua formulagdo forga a
satisfagdo das restri¢Ses de produgfo de viagens nas ite-
ragOes impares, ou seja, faz com que a soma na linha i

da matriz [ t1(12n +1) ] seja igual a Py. Analogamente

nas iteragGes pares forga a soma das colunas serem iguais
a0sAj s
Podemos entdo escrever que:

Azt +D =Py panatodo i
j

A13) T tI{JZn) = Aj para todo j
i

Seja IItfj 1 a matriz limite. Entdo serd dada por:
[t 1= tim [ €1 = tim[ €3V] = simf 37+ Dy

Moo Naee N

Tendo em vista as condigles anteriores ela deve en-
tdo satisfazer as restrigGes de atragdo e produgdo de via-
gens, ou seja:

Al4) tf] =Aj paratodo j
i

AlS5) Z t,'§ = Pj paratodo i
i

Agora observemos que o método de Furness consis-
te de multiplicagBes alternadas de linhas e de colunas.
Portanto a (K +2) - ésima matriz estard relacionada
com a k-ésima por:

tl(JK-I-TZ) = Xj Yj t{]K) paratodo i e}

) Portanto se existir uma matriz limite ela serd neces-
sariamente da forma

A16) tfi = RjSjtjj
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Podemos concluir entio que se o método de Fur-
ness conve para uma matriz esta deve satisfazer as
condicdes (ri.l4), (AA.15) e (A.16). Estas no entanto
sdo respectivamente iguais is condi¢des do problema
P1 ou seja, (A.1), (A.2) e (A.3). Entfo a matriz [t,ii 1
sera solugdo do problema P1 e portanto Unica.

TEOREMA 4

Os métodos de Furness e Detroit! quando aplicados
a uma mesma matriz tjj com elementos positivos con-

vergem para uma mesma matriz soluggo.
DEMONSTRAGAO
O método iterativo de Detroit é dado por:
o - Fi0-D pfn-D @)
=D

Portanto ele consiste de multiplicagSes de linhas e
colunas, donde se o método tente a um limite ele neces-
sariamente serd da forma:

t = risjtij

satisfazendo a

N
d _a.
T tij =Aj

1=
N
z ti(} =Py
i=1

Portanto a matriz IIti‘}]] serd solugdo do proble-
ma P1. J4 foi mostrado no teorema 3 que a matriz

I[tig ] resultado da aplicagio do método de Fumess

também ¢ solug@o de P1. Como o problema P1 tem so-
lugdo Gnica entdo

f d
[tiz ] = [tijl

TEOREMA §

Se o método de Fratar converge, ele e o método de
Furness tenderdo a uma mesma matriz solugio quando
aplicados a uma matriz [ tj j ] com elementos positivos.

DEMONSTRACAO

O método iterativo de Fratar é definido por

ti(Jn) _ Fjn-1) p, x tijm= D
N g0 o

Observemos que o denominador da expressdo an-
terior é uma constante para todos os elementos de uma
mesma linha i:

N
iZ S S i

Portanto



t.(r!)=l:(1n—l)'l>i ti(Jn-l)
1) -
Bi(n 1)
- -1
A -0 AT
- P;
onde F(ln = B(.:l:-l—)
1 .

Portanto se o método de Fratar converge a matriz
limite serd da forma

fr
[tij] = risjtij
j

satisfazendo a:

paratodo i e j

I
'z tf; = Aj para todo j
i=1

1]

.21 tfl_-] = Pj para todo i
]=

Deste modo ela serd solugZo do Problema P1.

Tendo em vista que 0 mélodo de Fumess também
converge para uma solugdo do P1 e que este tem solugdo
dnica entdo os citados métodos convergem para uma
mesma solu¢do.

RESULTADOS PRATICOS E CONCLUSOES

Tendo em vista que os trés métodos convergem para
uma mesma solugdo procuramos comparar 0s seus de-
sempenhos no que diz respeito ao nimero de iteragdo e
tempo de computagfo. Em geral o niimero de iteragGes
necessdrias para a convergéncia é fungdo da matriz O/D
original (presente), da precisdo de convergéncia e dos
valores futuros Aj e Pi. No entanto, fixando a matriz
O/D original os valores Aj e Pi e considerando uma mes-
ma precisgo de convergéncia, os desempenhos dos méto-
tos podem ser comparados. Na tabela I mostramos os re-
sultados médios obtidos em diferentes casos analisados:
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TABELA 1

TEMPO NUMERO TEMPO
METODO | RELATIVQDE | RELATIVO DE TOTAL
ITERACAO ITERAGOES
FURNESS 1 2,5 2,5
DETROIT 2 2,5 5.0
FRATAR 2,5 1 2,5

Podemos ver pela tabela acima que os métodos de Fur-
ness e Fratar sob o ponto de vista computacional sdo
igualmente competitivos. O método de Detroit no entan-
to ndo parece ser promissor haja visto principalmente
que os métodos convergem para a mesma solugdo.
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