Viga Balcéo Circular

Lourenco Humberto Portela Reinaldo *

Este trabalho objetiva determinar os esforgos seccio-
nais numa viga bal¢do circular, bi-engastada, com car-
regamento destribuido e concentrado. De posse das
equagdes destes esforgos o leitor poderdi programi-lo
para seu computador.

Inicialmente determinaremos a relagdo entre as ri-

gidezes de flexdo e tor¢io. K = EJ | sabemos que
GJt
E - (1 + p) e, para segdo retangular de base b
3
calturah, =20 3t = L (1-0630) b°h

12 3 h
parab < he Jt = _1-(1-0,63£) . bh® para
b

b>h. Fazendose n = _°_, teremos:
h
K=-——-—1+” parab<h;eK=__—_—-1+”
2 (1 - 0,63n)n? 2(1-2062)
parab > h. "
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Inicialmente estudaremos a viga com carregamento uni-
forme. Como Sistema isostdtico principal, liberaremos
uma das extremidades da viga, tomando-se como hipe-
restiticas os momentos, fletor e torcor, nesta secgan.

aR

Por simetria o cortante nesta sec¢io serd: q

S

2R senée/2
e

No sistema principal ao lado, CG é o centro de gravidade

~~
do arco AS. Devido os carregamentos os momentos de
flexdo e tor¢@o no isostitico, na se¢@o S, serdo respecti-
vamente:

Mf, = V.Rsenf-qro 2Rsen 6/2. ¢ 6
2] 2

M¢,=qR6 R (1_2510/2 . C0S /5y _ VR (1 - cos 6 ),
0

substituindo V por q Bz_a , terfamos:

2
(A)Mf, = QR ¢ no-qR?(1-cos8) | e

o
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2
®)[Mt, = QR (6 -sen 6) - 9_R2_°‘ (1 - cos 6)

No sistema principal fazendo-se X; = 1 e depois X, =1,

terfamos os momentos fletor e torgor, virtuais, em S.
Mf, = lcos§ e Mg =-1sen6
Mf, = 1sen6 e Mg, = lcosd

De acordo com o principio dos trabalhos virtuais, tere-
mos:

5;=[% Mf, . Mf,.Rd 6 +K [* M¢,.M¢,.Rd 6
5z = [* Mf, . Mf, .Rd6 +

+ K [*My, .My, .Rd8

82 =
+K [*Mg, .My, .Rd 0

§n = [* M, .Mf, Rd 6 +

810=[* M, . Mf, Rd 6+ K [* M, . My, . Rd 6
820~ [* My, .Mf, Rd 6 + K (* Mt, . M¢,.Rd 6

Substituindo-se, Mf,, Mf,, Mt,, Mt,, Mf, e Mto, e
integrando-se teremos:

5y = % (+K)+_512¢ (1K) |R ou sga:
2

511 = CIR (I)
2

+.§Q°:ﬂ. (K-1) JRouseja 6, = C,R  (II)

313 = 8= sen’ @ (1-K) IR ou seja 8y, = C3R
2 (1)

8,0 = [(1-K) (@ sen’ atsenda)
4
+ (1+K) (% _sena) + K & (1+cos )] gR®
2 2
ou seja 8;o = C4 . qR® (IV)

80=[(1+K) (i.}.c()sa_l) + (K-1) (asen2a _
4 8

sen; a), K aésen o ]qR3 ou seja 8, = CsqR? (V)
Da cquagdo geral da hiperestitica,

5]1 X, +612 X2 +510=0

8§, X, + 8,;, X; + 8, = 0, resolvendo, teremos

X, =6 GCCiC gr? = X, =K, qR* (VD)
C, C,-C}

X, =L GCs G gr? = X, = K, qR? (VID)
C, C,-C2

Os momentos, fletor e torgor, numa se¢do qualquer, serdo
em fun¢do de 6, os seguintes:
Mf = Mg, + Mr, . X, + M, X,

Mt = Mg, + My X, + Mt, X,,- entdo:

Me=[sen8 ( % * Kz )ycosg (1 +K,)~1]qR?
2

(VIIID)

Mi=[cos8 (K, +1)-send (K;+1) -1 +6]qR?

(1X)

O ponto de momento fletor nulo, 8, , basta fazer Mf =0
e teremos:

0y=arc. sen 12 . - arc. tg &+_1(!
(Kot 5+ (Ky1)? Ko + 2
. 2
Exemplo nimerico: DADOS
==
*=3
= 0,2 ( coef. Poisson do concreto)
q = 200Kg/m
Resolvendo-se: n =20 = 2
30 3
K = 1+0.2 =| K =233
2 (1 -0,63 x_2__)(_2_)2
3/\3

Substituindo os valores nas equagdes ( I, IL, I1I, IV e V),
terfamos:

C, 14556, C, =2,0315, C; =-04987,

C, =0,1406 ¢ Cs = -0,0435.

Com estes valores usando-se as equagdes VI e VII, teria-
mos:

K,

i

0,0975 = X, = -487Kg.m

K, = -0,0025= X, = -13Kg.m



Para achar o momento fletor no meio do vdo basta fazer

_ @
na equagdo VI, 8 = 22'. = ?

7 (@ -0,0025) 4 oo T (1-0,0975)-
6 6 6

e teremos:

Mm = [sen

—1]1x200x5% = Mm= 210Kg.m

Ponto de momento nulo:

0o = arc.sen 1 -
J (& - 00025 | (1-00975)"
6

—arc.tg 1-00975
T -0,0025
6

=10, =13°; 39

Para a carga concentrada, na extremidade liberada
da viga tomaremos como hiperestiticos X;, X, e Xj;
momento fletor, momento trogor e reagdo de apoio; res-
pectivamente. (Na figura ao lado, é o 4ngulo central, 8
posicdo de carga P e § um 4dngulo genérico).

Fazendose X, = 1; X, =1 e X, = 1, teremos:

M—fl =cosd M,

, =senf My, =Rsend .

M;, = -sené

' Trftz = cosf M, = R(cosf-1)

Devido ao carregamento, no isostitico, os momentos de
flexdo e torgdo seriam:

Mf, =PRsen(f -6 )| e[Mt, =PR[(1-cos(8-8)]

De acordo com o principio dos trabathos virtuais,
teremos:

81 = " Mf,.Mf,Rdg + K [* My, . My, Rdo

8z = % Mg, Mg,Rd0 + K [ % My, My,Rd0
83 = J." Mg, Mg,Rd0 + K [ iy, My,Rde
8u = 8 = [ M, .Mf,Rdo + K/ “Mt,M,Rd6
83 = 8: = " M, Mr,Rd6 + Ky M, M¢,Rd6
8s1 = 813 = f "M, Mr,Rd0 + Kf “My, My, Rdo
B0 = fﬁ"‘ Mt Mg, Rd6 + Kfﬁaﬁtl._ﬁtoRdO

80 = J * Mg, Mg, Rd6 + KfB:“ My, M¢,Rdo

8 = [ Mr, Mg, Rd0 + KJ M, M;,.Rd#
Substituindo-se, Mf,, Mf,, Hff, Mt,, M, My,, Mg,

e integrando-se tereremos:

61 = [X (1 +K)+5n22 (1 _K)|R =
2 4

=8,;=CR (1)

6y = [2 (1 +K)+ 5n2¢ (¥ _1)]R >
2 4

=8n =CR (2)

8y = [ (1+3K)+ M2% (K _ 1) 2Ksona ] R® =
2 4

= §3 = C¢ R? (3)

B = by = 0% (1 _K)R = 5, = 5, =C, R
2
, (4)
[ X (1-K)+K(I - cosa)] R? =
2

813 = 83

=83 = 83 = C;R, (5)

8xn =83 =[2 (1 +K) + sen2a (K -1)-Ksen]R?=>
2 4
= 83 =38;3=Cg R? (6)

810=[(1+K).(2 - B) seng , (K - 1) (cosp eM°e = sen’B _
2 2

— senpSen2e-sen2f) 4 K(cosa - cos)] P . R?
4

6= Cs.P.RZ (7)



820 = [(1-K) (senB sen’a-sen’f
2
+ cosp Sen2a -sén2B) '_ (K +1) (a-p) cos +
4 2
+ K(sena - senf)]P.R?

8510 = C,o P.R? (8)

B = [(1-K) (senp SeWa-sen’f
2
+ cosB sen2a—sen2ﬁ)_(1 +K) f""‘B) cosf +
4 2

+ K(B-a+sena -senf +sen (a-B)]P.R?
53(): Cllp.Ra (9)
Resolvendo-se o sistema

8y Xy +81n X, +813 X3 +8,0=0

S50 X, + 853 Xy + 8553 Xy + 8559 =0

831 Xy + 83 Xy + 833 X3 + 83 = 0 |Terfamos:
X, =% pp = X, = K, PR
AP
X, = 8% pr = X, = K, PR
AP
X, =8% pox, =k P
AP
sendo
C, C; C, Cy C;3 Cy
AP = [C3 C, Cg|;8X; =-1CyuC, Cs};A0X; =
Cs; Cg Cs Cy Cs Cs
C, G C, C, C; Co
= -/ €, CpCs[edX; =-{Cs C, Cyo
C,; Cy Cq C, Cs Cyy

O momento fletor num ponto qualquer, serd dado por
Mf = Mg, +Mf X, + M, X, +Mg, X,

¢ assim terfamos: Mf = [Kjcos8 + (K4 + K)send -
-sen(6-B)]PRpara 0 > B e (10)

Msf =[Kacosf + (K, + Ks)senf ] PRpara 8 < B.
O momento torgor num ponto qualquer seria

M "-: [ Kscos6 - Kjsen8+ Ki(cosb - 1) -

—cé‘s:(e -f) + 1]PR,para 6 > 8. (11)

Mt = [Kqcos6 - Ksend +Kg (cosd - 1) ] PR
para § < g

Para encontrar 0 momento fletor no ponto de aplicagdo
de P, faremos 8 = -

Mp =[K; cosf + (K4 +K;s)senf]P.R.{ (12)

Os momentos, fletor e torcor na outra extremidade
(6 = a), seriam:

1 = [K;cosa+ (Kq4 + Ks) sena-
—sen(a-§)] PR (13)
X = [Ks cosa-Kj sena + K (cosa-1) -
—cos(a-B) + 11P.R. (14)
Exemplo: DADOS

a =" 8=T" P=2000Kg, R=5meK=
3 9
= 2,33 (viga anterior)

Com estes valores, entrando-se nas equagdes, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, teriamos:

- - 7
0 oK C; = 1,4556 C, = 0,666
" C, = 2,0315 Cs = 0,0137
C; = -0,4987 Cy, — 0,2567
C6 = 0,4358 ClO =—0,0851
\,“ #@}2 Ci1 = =-0,2140 Com estes valores
acharemos:
Ap =0,2690 )
K, ==0.0446 _ ¢ 1658
AX, =-0,0446 0,2690
AX, =-0,0010 { K, =-00010 _ 40037
0,2690
AX; =02004 | K, =-_02004 _ g7450
0,2690

Assim sendo teremos

X; =-0,1658 x2000x 5 = -1658Kg.m;
X, =-0,0037 x 2000 x 5 = - 37Kg.m;
X; = 0,7450 x 2000 = 1490Kg

Para achar o momento fletor na outra extremidade, e no
ponto de aplicagio de P, basta substituir os valores de
K3, K4 e K5 nas equagGes (13) e (12) respectivamente, e

teremos X, = -837Kg.m e Mp = +977Kg.m

8§37

As reag8es de apoio serfio: X3 = 1490Kg ¢
X3 =2000-1490 . X3 = 510Kg



