Analise bidimensional de estruturas de concreto
protendido em regime de servigo. (2.2 Parte) -

Continuagado do nimero anterior.

* Gulielmo Viana Dantas
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4. FORMULA%RO INCREMENTAL DAS EQUACQOES
DE EQ RIO

As equagdes de equilfbrio do problema fisicamente ndo
linear podem ser obtidas para o tempo t + At a partir do
principio dos trabalhos virtuais:

fv‘seij"ij dv = R (7)

onde o ¢ S¢j; sio respectivamente as componentes do ten-
sor de tensSes’e da variagio do tensor de deformagfes da es-
trutura e R significa o trabalho virtual externo total realiza-
do pelas forgas de massa e de superficie sobre a variagdo de
deslocamentos Su;, para o tempo t + At. Us indices 1, j=
1,2 dizem respeito as dire¢Ses coordenadas x e y da estrutu-
ra; indices repetidos indicam somatério.

A equagido (7) pode ser resolvida incrementalmente, uma
vez conhecida sua solugio no instante t. Usa-se aqui uma
formulagdo iterativa para o estabelecimento do equilibrio,
conhecido como “método da transferéncia das tensGes”
[12], como s¢ expSc a scguir.

Para cada incremento de tempo e de carregamento, de-
terminam-se inicialmente os incrementos A€y de deforma-
¢bes pela equagAo linearizada do principio dos trabalhos vir-
tuis:

inel
fv'seijcijk-l Aep1dV = AR + fvseijcijklAekl .dv  (8)

onde Cigyy sdo as componentes do tensor das relagGes cons-
titutivas tangentes no instante t + At, em func¢io, portanto,
do mddulo de elasticidade E¢(t + At); AR é o trabalho vir-
tual externo realizado pelo incremento de carregamento so-

inel.
bre a variagio de deslocamentos Su, ; AeKl Iepresenta o

acréscimo das defarmagBes ineldsticas, dependentes do tem-

po. Caso haja somente variagio do tempo, portanto,

AR = 0, e, para o caso em que s6 s¢ incrementa o carrega-
A inel. _

mento, ekl = 0,

Apés a determinagdo inicial dos incrementos de defor-
magBes, pela eq. (8), € estabelecido iterativamente o equili-
brio da estrutura, para o carregamento ¢ o tempo mantidos
constantes. A equaglo de equilibrio para a k - €sima itera-

¢do se escreve:

k-1) (k) (k)
fvaeijcijkl Aeyy dV = fvﬁe‘ij Aaij dv ()]
em que

k) k-1)k-1) k-1) (k)
* Eng© Civil, M.Sc., Prof. da UNIFOR

® & (1) &) &
Aoij= [crij + Cijkl Agyy 1- g (10)
sfo as “tensOes excedentes” relativas 4 k - ésima iteraglio, de
acordo com o método proposto em [12].

ag( * D 50 as tenses totais encontradas na iteragfo an-
terior. O termo entre colchetes na eq. (10) representa por-
tanto as tensSes que se espera encontrar na k - ésima itera-

95001?()
ficagio de eventuais plastificagBes, fissuras ou esmagamen-
tos locais.

As equacBes (8), (9) e (10) so absolutamente gerais,em
termos de nfo-linearidades fisicas. Convém notar também
que este método da transferéncia de tensSes ¢ uma formu-
lagio alternativa ao método de Newton-Raphson, sendo-The
equivalente sob todos os aspectos matemdticos [10]. As
componentes do tensor das relagBes constitutivas tangentes
podem ser reformuladas a cada iteragdo, quando se tem o
método da “rigidez tangente”, em que se levam em conta
inclusive as perdas de rigidez cm virtude de plastificagSes,
fissuras ou esmagamentos locais. Pode-se também conservar
Cijkl constante ao longo de toda a andlise, o que constitui
o método da “rigidez constante”. No presente trabalho
optou-se por uma formulagdo intermedidria, em que as rela-
¢des constitutivas tangentes variam somente em fungdo do
tempo, pela atualizagio do médulo de elasticidade do con-
creto Eg(t + At).

Apesar do cardter geral do método apresentado, deve-se
observar, mais uma vez, que as nio-linearidades fisicas con-
sideradas sdo’a fissuragiio, o esmagamento e os efeitos de-
pendentes do tempo, para o concreto, ¢ a plastificagio do
a¢o das armaduras comum e de protensZo. As equagSes
apresentadas, em termos de trabalhos virtuais, englobam
obviamente a contribuigfo da armadura.

5. ALGORITMO DE SOLUCAQ

Sumariza-se a seguir o algoritmo de solugio desenvolvido

3 partir da formulagdo incremental de equilibrio apresenta-
a:

a) Determina-se o médulo de elasticidade pseudo-instan-
tdneo E¢ (t + At) do concreto [4].

b) Se o instante t + At for o tempo de infcio da anilise,
aplica-se o primeiro incremento de carga (protenso + peso
préprio). ,

¢) Determinam-se os incrementos de deformag3o ineldsti-
¢a nos pontos gaussianos de cada elemento finito. Caso
tenha ocorrido fissuragio ou esmagamento em algum pon-
to, nio se computam as deformagGes ineldsticas correspon-
dentes. Monta-se o vetor de forgas nodais equivalentes.

. d) Monta-se a matriz de rigidez da estrutura para o ins-

sAio as tensfies realmente encontradas, apés a veri-

REVISTA TECNOLOGIA — AGOSTO 85.18



VIGA A VIGA B
KANG MODELO KANG MODELO

14 dias | 28 dias 14 dias { 28 dias 14 dias | 28 dias 14 dias | 28 dias

8 (in) -0059 -0,099 -0,096 -0,133 -0,052 -0,086 -0,086 | -0,116

@ 1 121,90 121,85 121,99 113,48 12190 121,85 121,99 | 113,50

g 2 121,88 121,81 121,76 113,28 121,88 121,81 121,76 | 113,30
'é o 3 121,86 121,69 121,50 112,93 121,86 121,78 121,50 | 112,09

= - | 4 121,85 121,53 121,31 112,65 121,85 121,65 121,31 | 112,84
2 §!s 121,84 | 121,38 12129 | 112,57 121,84 | 121,53 121,29 | 112,67
:-«a 6 121,78 121,34 119,51 11096 121,78 121,49 119,51 | 111,15
g_g 7 121,68 121,53 118,23 109,94 121,68 121,62 118,23 | 110,08
2 8 121,62 121,57 115,34 108,14 121,62 121,64 116,34 | 108,29
2 9 121,58 12101 115,21 106,74 121,58 121,18 115,21 | 10697
(= 10 121,56 120,49 112,94 105,19 121,56 120,74 11394 | 105,49

Tab. I Sumidrio dos resultados analfticos antes do carregamento.

5 € o deslocamento (para cima) no meio do vio.

tante t + At, em fungio do médulo de elasticidade do con-
creto.

) Determinam-se os incrementos de deslocamentos, para
os incrementos de carregamento e de deformagfo ineldstica
(um ou outro tipo de incremento pode set nulo).

f) Acumulam-se os incrementos de deformagfes e ten-
sOes nos pontos de integracSo dos elementos de concreto e
aco e verificam-se as tensSes mdximas admissiveis,

g) Se alguma tensfo ultrapassar a tens3o mdxima admis-
sivel, monta-se o vetor de forgas nodais equivalentes 3s
“tensdes excedentes” ¢ volta-se a0 passo e. Caso contrério,
passa-se para um novo incremento de tempo ou de carrega-
mento, repetindo-se a andlise a partir de a.

Caso a andlise seja paralizada no tempo t + At, e somen-
te o carregamento externo varic a partir de entfo, os efeitos
dependentes do tempo até esta data permanecem constan-
tes.

Quando ocorrem fissuras, suas diregBes sfio mantidas
constantes ao longo do resto da andlise. As tens0es normais
de tragdo perpendiculares as diregbes das fissuras sdo redis-
tribuidas.

6. IDEALIZACAO ESTRUTURAL

O programa de elementos finitos elaborado [9] tem por
base um programa desenvolvido pelo prof. D. W. Murray,
da Universidade de Alberta, Canadd, e implantado na PUC/
RJ. Este programa utiliza alternativamente elementos iso-
paramétricos lineares, quadrdticos ou ciibicos, da famiia
Serendipity. com 4, 8 ou 12 nés, respectivamente. para o
estado plano de tensGes. Para o tratamento das armaduras
de protensdo e comum, introduziram-se elementos isopara-
métricos unidimensionais quadrdticos, ciibicos e do quarto
grau, com 3, 4 ¢ 5 nds, respectivamente.

As malhas dos elementos de concreto e de ago podem ser
geradas automaticamente ¢ de maneiras independentes en-
tre si [13].

A armadura é dada por trechos curvos, cabendo ao pro-
grama determinar as interse¢des com os elementos de con-
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creto e fazer a subdivisio e numerac@o dos elementos de
ago. As matrizes de rigidez dos elementos de ago s§o expres-
sas em funcfio dos graus de liberdade dos elementos de con-
creto, pela imposigdio da condicfo de aderéncia perfeita en-

trec concrcto ¢ ago.

7. EXEMPLOS

Analisaram-s¢ duas vigas continuas de dois vos, simétri-
cas, cujas geometrias e armagSes protendidas s#o mostradas
na Fig. 6. Estas vigas foram estudadas experimentalmente
por Lin (7] e analiticamente por Kang [11].

M f A
’\-\__.,TL._'-.,.“.-
:L 16’ ‘ 8.6 .,l} 8’6_’ . ) 16' lA J’L’.

24.6’ 46 0%
- 3200.19”
a) Estrutura e carregamento P T
; 16 b) Corte A -
Fig. 6 Viga continua protendida -
=

A viga B € reforgada com armadura comum (linha trace-
jada na Fig. 7), enquanto que a viga A nf & reforgada,

As caracteristicas dos materiais utilizados na andlise sio
apresentadas a seguir:

Concreto: Ago Comum:
fcc" 5990?51 fy- 45,5k5i
for = 800 psi Es= 284.10%ksi
v= 0,15 €ys= 10%0

Ago de protensiio:
fyp = 208,8 ksi Egp= 29000ksi
Asp= 0963in? eugp= 10%0
P = 136,746 kips of = 142ksi
v = 0,30 k = 5.10*rad/ft
AL = 124in



Metade da viga ¢ analisada com 10 elementos ¢ o cabo de
protensio é também dividido em 10 segmentos correspon-
dentes a cada elemento. A Fig. 7 mostra a discretizacdo
adotada.

-i_il—_ij_{_—+{_

2 3 4
2x3.9° . 4.5 2x1.85"

4xl 64’

fa—
¥

Fig. 7 Discretizagfio da estrutura

14 dias apds a confecgdo da viga, € executada a operagdo
de tracionamento do cabo, com wmna protensdo inicial de
142 ksi. 2 semanas depois a carga concentrada P ¢ aplicada
incrementalmente até a ruptura.

Os resultados analiticos ap6s a operagdo de tracionamen-
to e antes que a carga concentrada seja aplicada sfo sumari-
zados na Tab. L. Apresenta-se o deslocamento do meio do
vio (para cima), assim como as tensdes em cada elemento
de ago protendido. No modelo apresentado hd uma perda
de cerca de 16% da protensdo inicial, devida ao atrito e &
acomodagac da ancoragem, contra 14% no modelo de Kang.
Esta diferenga pode ser devida ao fato de que Kang conside-
ra todos os elementos de ago protendido como se fossem re-
tos. Os valores das tens3es nos dois modelos sfo aproxima-
damente iguais até o elemento 5, aos 14 dias. Observa-se
também, nesta data, que o deslocamento para cima no meio
do vio no modelo de Kang é bem menor que no modelo
adotado. Isto ¢ causado em parte pela diferenga entre os
mddulos de elasticidade calculzdos para o concreto, confor-
me mostra a Tab. I

Kang Modelo
14 dias 28 dias 14 dias 28 dias
6,00x10% | 6,13x10% | 5,13x 105 | 599 x 10°

Tab. Il Médulos de elasticidade do concreto (psi)

Talvez a razfio principal das diferengas observadas na
Tab. I resida nas maneiras diversas como foram considera-
dos os efeitos da retragio e da deformagfo lenta, além das
perdas de protensfio: aqui usou-se basicamente o CEB, en-
quanto que Kang se guiou pelo ACI,

Aos 14 dias de idade, aplicou-se a carga P em incremen-
tos de 5 kips. As cargas dltimas, medidas experimentalmen-
te por Lin [ 7 ], foram 39,2 kips para a viga A e 45,8 kips
para a viga B. A andlise realizada por Kang detectou ruptura
para a viga A a 40 kips ¢, para a viga B, a45 kips. No modelo
proposto, a carga dc ruptura situou-sc para ambas as vigas
entre 40 e 45 kips. Uma precisio maior da carga ultima po-
deria ter sido encontrada, aqui, com incrementos menores
de carga, no final, mas o modelo s6 € confidvel para cargas
em regime de servigo, pelas suas premissas, nfo se justifican-
do outro tipo de andlise. No modelo proposto, as cargas de
fissura se situaram entre 20 e 25 dips, ao passo que as ten-
s3es de compressfo ultrapassaram 60% de foc para P entre
20 e 25 kipas, na viga A, e 25 e 30 dips, na viga B.

Na Fig. 8 sfo mostrados os deslocamentos verticais no
meio do vio, experimentais e analiticos. Observando-se es-
tes grificos ¢ os valores da Tab. 1, conclui-se que, de algu-
ma maneira, os efeitos da protensio estdo sendo super-es-

timados, no modelo proposto. E importante notar que estes
exemplos nfo sdo muito representativos, pois tratam do
compoitamento & ruptura de vigas de concreto protendido,
¢ 56 foram escolhidos pela falta de dados, na literatura, so-
bre o comportamento de estruturas de concreto protendldo

em regime de servigo.

40 —
.t
3u 4
20 N
2
5 4
Sl £ o—o Modelo 1
% o———a
< &r---% Experimental
0.2 0.4 06 03 16
Deslocamento & (in)
a) Viga A (sem armadura comum)
40
30
1?2(] L
B
&
% 10} d o——o Modelo i
B o —o
o A----0 Experimental
n 1 . L L
0.2 04 0.6 X . 1.0
Deslocamento § (in)

b) Viga B (vum armadura comum)

Fig. 8 Comparagdo dos deslocamentos no meio do vio

Na Fig, 9, finalmente, mostram-se distribuigSes de ten-
sGes nas se¢Bes de momento maximo positivo e negativo,
para P= Qe P= 35 kips, em ambas as vigas. As tensdes no
ago comum ¢ de protensfo sfio representadas em escala di-
ferente das tensdes no concreto. Convém notar que, embora
Kang use um elemento de viga dividido em dez camadas, as
distribuigdes de tensbes concordam bastante nos dois mode-
los, a menos do fato j mencionado, de que, no modelo pro-
posto, os efeitos da protensdo se fazem mais acentuados: as
tensdes s§0 maiores no concreto (compressio) e menores no
aco, tomando a estrutura mais rigida.

8. CONCLUSOES

Mostrou-se neste trabalho um modelo desenvolvido para
a andlise de estruturas de concreto protendido, consideran-
do-se os efeitos do tempo e as perdas de protensdo, a partir
basicamente do CEB. Por nfio considerar os efcitos de plas-
tificagdo do concreto, ¢ por outras premissas referentes aos
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efeitos do tempo, o resultados sdo confisveis somente para
tensSes de compressio até 60% de foc. A énfase do modelo
estd na maneira precisa como se consideram os efeitos cita-
dos. Todavia, serfo necessirias exaustivas para
o estabelecimento do grau de confisbilidade das hipiteses

usadas em conjuato, permitindo, assimn, wne grande versatd-
lidade na andlise de estruturas complexas de concreto arma-
do 30b estado plano de tensdes. Esta versatilidade se acen-
tua mais pela possibilidade de escolha do elemento finito
uopamnétrieo além das facilidades de geraglio automstica

< -4 -2 0 P.Ss. : Ago de protencgsio
R.S.: Aco comum
\ Unidade de Tensfo: ksi 120.5 1789
PSS
i ] 1214 1548 105.2° : 1317
Viea A o8 T — cgs.
& ‘ P.S. f—
112. Viga A
4
-4 -2 0 I 45.5
RS.
!;20.6 120.7 r153.6
121.5 1376 1 cgs 105. 51 ‘LIZS 6
Viga B tsr T ps =
7.1 112.713 1225 '
29.6 Viga B
—l—]- RS. Zo/g’
76 65 4 -2 0
a) Secio de momento mdximo positivo b) Segfio de momento maximo negativo
(centro do elemento 5) (centro do elemento 10)
o——o P =0 a—pn P=0 K
o0—0 p=35kjps}M°d°l° O——0 P = 35kips }

Fig. 9 DistribuigSio de tensSes (ksi) nas segSes de momentos méximos positivo e negativo.
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