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O principal objetivo deste artigo € mostrar récnicas aliernarivas de solugao de um problema
de Programacde Linear diferentes do método Simplex. Depois de algumas consideracoes sobre complexi-
dade de algoritmos, é exposto o Método das Projecoes;, o Método de K hachivan, o Método Simplex

Dividido e o Algoritmo de Karmarkar.

ABSTRACT

T he principal purpose of this article is to show alternative techniques tosolve a Linear Program-
ming Problem different from Simplex Method. After some considerations about complexity of algo-
rithms, we talk about the Projection Method, the Khachiyan's Method, T he Simplex Splitting Method

and the Karmarkar's Algorithm.

INTRODUGAO

Numa época em gue 0s avan¢os tecnoldgicos
fascinam as pessoas com o vislumbramento de novos
e diversos horizontes, dia apés dia, nao s6 o novo
é objeto de pesquisa. O ser humano ndo mais pode
se dar ao luxo de apenas buscar o novo, mas, num
mundo onde os recursos devem ser cada vez mais
divididos, quando nédoc totalmente escassos, a raciona-
lizagdo do que j& existe &€ ponto vital para a manu-
tengdo dos espagos ja conquistados. Neste interim,
uma palavra soa com personalidade, a otimizacio
cuja esséncia encontra-se intimamente ligada ao
campo da Pesquisa Operacional.
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Novamente, a matematica se presta como ferra-
menta para a solugdo de problemas de nosso meio,
ora feita, alicercada pela computagio eletrdnica —
viabilizando o grande montante de calculos necessa-
rios. Em particular, merece destaque nessa area a
Programac¢éo Linear, que model grande parte dos
problemas relacionados com a otimizago.

A partir da Segunda Grande Guerra, as pesquisas
tomaram grande impulso. Até meados da década de
80, o seu principal expoente foi o algoritmo Simplex,
de Dantzig (6).

Depois de modebdo o problema em equacgées
lineares e definida a funcao objetivo (Problema de
Programagao Linear— PP L), 0 Método Simplex busca
a sclugédo 6tima percorrendo a regido determinada
pelo conjunto de solugdes desse sistema (politopo),
através de seus pontos extremos (vértices). Embora
apresentando desempenho satisfatério na maioria das
situacdes, o algoritmo Simpkex demonstra problemas
de convergéncia (7). Em razao disso, tem-se buscado
o seu aperfeigoamento, como o Simplex Revisado (2);
mas, também, simultaneamente, tem-se pesquisado
o desenvolimento de novos métodos, que tem dividi-
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do espaco com 0 Simplex, criando novas perspectivas
de sclugdes dtimas.

Nesse artigo, iremos apresentar sucintamente a
evolugao dos algoritmos de pontos interiores, partindo
do Método das Projegbes de Agmon (1)}, passando
pelas Elipsodes de Khachyian, pelo Simplex Dividido
de Levin, e, por fim, o Algoritmo de Karmarkar, que
é apontado como um possivel substituto para o Méto-
do Simplex.

COMPLEXIDADE

Antes de iniciarmos o estudo dos métodos pro-
postos, vamos apresentar algumas nogdes de comple-
xidade de algoritmos.

Podemos afirmar que a analise de um algoritmo
utiliza um conjuntc de critérios de avaliagao cujo
objetivo é fornecer uma série de informagdes a cerca
da performance de um algoritmo de um método espe-
cifico.

Qs critérios utilizados sdo o tecmpo rcquerido
para resolver um problema com um dado método e
a quantidade de espacc de armazenamento necessa-
rio para representar o problema e seus resultados
intermediarios na memoria de um computador.

O fator tempo torna-se importante pois da uma
idéia do esfor¢co demandado para a computacio do
métado ja que o tempo & diretamente proporcional
ao custo de computacéo.

Passaremos agora a definir tamanho de um pro-
blema, que é a quantidade de simbolos necessarios
para resolvé-lo.

Para muitos problemas de programagao matema-
tica, basta medir o tamanho do problema em termos
de n (numero de varidveis) e m (nimero de restri-
¢coes).

Contudo. apenas o tamanhc de um problema nao
oferece ac usuario uma indicagao precisa de guanto
tempo o computador levara para resolver o problema:
um programa pequeno pode levar mais tempo para
encontrar uma solugao do que um programa grande.

Para superar esta dificuldade, pensou-se entao
em distinguir entre o tempo requerido no caso media-
no (na média) e no pior caso. Esta maneira, poréem,
nao seria confiavel, visto gue, dependeria do tempo
de processamento do eguipamento, sendo portanto.
um calculo que variaria de computador para com-
putador.

Com o objetivo de conseguir uma expressao que
fosse invariavel em relagdo ao computador utilizado,
0 tempo necessdrio foi substituido pelo nomero de
operagdes elementares regueridas.

As operacdes elementares sao adigéo, subtra-
¢ao, multiplicacao, divisdo, comparagao e raiz quadra-
da. O numero de operagbes elementares requerido
para a solugao de um problema com um dado algorit-
mo pode ser cakulado como o nimero de operagbes
elementares por iteracao, multiplicado pelo nimero
de iteragBes requeridas no pior ¢aso.

C (n) = OPER = ELEM * W-ELEM

OPER = numero de operacbes neces-
sarias
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ELEM = numero de operagdes neces-
sarias por iteracaoc

W-ELEM = ndmero de iteracbes ne-
cessarias no pior caso (Worst
case)

Esta expressédo é chamada de funcao tempo —
complexidade C (n) onde "n” denota ¢ tamanho do
problema.

Se C (n) & quando muito uma funcéc polinomial,
o algoritmo em questda sera cham ao polinomialmen-
te limitado, caso contrario, o algoritmo & referenciado
como exponencialmente limitado.

Para simplificar os problemas, apenas aguele ter-
mo que é responsavel pelo maior crescimento de C
(n) é que ira determinar a ordem da fungao tempo-
complexidade.

Exemplo:

Se C (n) = 1600r® + 2000n* + 100012

Entao o algoritmo que ira solucionar a funcéo
¢ polinomialmente limilado na ordem de 1 ou em
0(n3).

No inicio de 1965, Edmonds chamou de eficientes
os algoritmos polinomialmente limitados e de inefi-
cientes os exponencialmente limitados. A razdo para
essa afirmagédo pode ser atestada no exemplo se-
guinte:

Suponha que temos um problema com tamanhe
de n = 60 (um problema pegqueno para os padroes
praticos) e assuma que h& 2 algoritmos que solucio-
nam esse problema: o primeiro com c{n) = nf (polino-
mialmente limitado) e o segundo com C(n) = 20 (por-
tanto, exponencialmente limitado). Suponha ainda gue
um dado computador gasta um nanossegundo, isto
¢, 109 por bpera;:éo elementar. Observa-se que
o algoritmo 0(n®) levaria 47,75, enquantc que o algo-
ritmo 0(2M) levaria 36,6 anos para a solugao do proble-
ma proposto.

Vale a pena observar que o fato de um dlgorilimo
ser 0(2") significa que pelo menos uma instancia do
problema requer 2P passos, no entanto existem algo-
ritmos exponenciais bem sucedidos na pratica. Por
exemplo, mostra-se (Schrijver, 1986) (?) gue o Proble-
ma de Programagéo Linear a seguir requer 2" itera-
¢des do algoritmo do simplex para a obtencao da
solugao otima:

Maximizar 21Xy + 2M2%, + ...+ 2Xpq + X

Sujeito a X4 <5
22X1 + Xo < 52
23Xy +22 Xp + X3 < 59

2”)(1 +2n_1X2+...+
X1, X2,... Xp2 0

22X 4 + X < 8N

No entanto o algoritmo do simplex tem, na préati-
¢a, comportamento médio polinomial.” (7)

METODO DAS PROJECOES

Surgido em 1954, oriundo das pesquisas de Ag-
mon, Motzkin e Schonberg (13), este método marca
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o inicio da reso licdo de PPL’s por meic de algoritmos
nao-simplex.

Este método visa encontrar um ponto viavel num
politopo dado, ou seja, uma solugao viavel para um
sistema de inequagdes ou equagles lineares simulta-
neas.

A idéia basica é comecar com um ponto qualquer
X0 € R" e determinar se ele é ou nao viavel. Se
o for, o ponto atende as exigéncias, e o procedimento
acaba. Caso contrdrio, traca-se uma projecéo ortogo-
nal de X0 ao hiperplano violado (ou a um deles, caso
exista mais de uma violagdo), dando crigem a um
novo ponto X', que é a nova solugdo.

Este procedimento é repetido quantas vezes for
necessario.

PASSO 1: AxK < = b ?

Caso afirmativo ~ Parar, xk & uma solucac para
o problema.

Caso negativo = Selkcione a i-ésima restricao
que satisfaz a aixk > bie va para o PASSO 2.

C ik
PASSO 2. Calcule xK* 1 = xk + 2L=3X_ ;7
aiai.T
faga k = k + 1
v& para o PASSO 1

Segue um exemplo numérico:

exi—x2c—8 Talawe als [—1.-1]b1-x5
fl: 15x1 — 0,5%2 < 3 a2 = [1,5-0.5] b2 = 3
M= x2 ¢ —2 ad. = [o,—1 }m:_z

Fazendo x@ = |:O OJT T
SR f_e_‘_[,rlt‘l[‘?__]r 22 2]

Que nao viole nenhuma das restrigbes, sendo
portanto, o vetor sccéo. Deve-se observar no entan-
to que nem sempre uma solucdo sai logo da primeira
iterecao.

Motzkin e Schonberg generalizaram o procedi-
menta de Agmon, acrescentandc um certo & € )0;
2). bi A
xk+ 1 2 xk 4, tTal-x Lai. T
ai.ai. T

E l6gico que para U = 1, a nova relagdo coincide
com a formula de Agmon e um ponto xK & projetado
diretamente sobre um hiperplanc Hi, mas, para & =
1/2, o préximo ponto seria projetado n¢ meio do cami-
nho entre x" e sua projecdo sobre o hiperplano Hi
{isto &, uma “subprojegac” para & € ) o0; 1) e para
o = 2, o préximo ponto seria projetado num ponto
situado a duas distancias do ponto original ao hiper-
plano (isto é, uma sobrepro jecdo para @ € )1; 2)).

Motzkin e Schénberg provaram que para & =
2, a série de pontos gerada é finita, se o conjunto
de solugdes viaveis incluir pelo menos um ponto in-
terior.

Observacao: muitas vezes, nao apenas uma res-
tricao violada é selecionada, mas aquela em que a
distancia Euclidiana entre o ponto corrente x“ e o
hiperplano & maxima.
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METODO DAS ELIPSOIDES

O método das elipsoides, desenvolvido por Kha-
chyian (?) em 1979 foi considerado um grande avanco
nc mundo ¢ientifico, visto que foi a primeira vez em
que se tarnou possivel resolver problemas de progra-
mac¢éo linear em tempo polinomial. Autores como
Gacs ¢ Lovasz (1981); Murray (1979); Aspvall e Stone
(1979); Price {1981); Bland, Gelldfarb e Todd (1980);
e Schrader (1983) pubticaram artigos com explica-
¢oes, interpretacdes e refinamentos do método a par-
tir de trabalhos de Shor (1970), Uma bibliografia inicial
pode ser encontrada em Wolfe (1980).

Respaldado pelo teorema forte das folgas com-
plementares, o Método de Khachiyan encontra a solu-
¢ao étima de um sistema de inequacgdes lineares. Ori-
ginalmente projetado paraencontrar solugdes vidveis
para um sistema de inequacdes do tipo Ax -+ b, caso
tal solugao exista, o Metodo das Elipsoides foi adapta-
do para solucionar o problema na seguinte forma:

Sejam os PPL's primal e dual abaixo:

maximizar z = clx minmizar w = bly
sujeito a Ax< b sujeito a Aly s ¢
x> 0 ¥y s 0

Sabemos do teorema forte da dualidade que sen-
do x* e y* solugbes 6timas de seus respectivos
PPL’s, caso c!x* = bly*, podemos transformarc PPL
em um problema do tipo:

b

0
c

0

a
WX
x>
=

- =
X o X
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4]
|
o
—
<

gue gragas ao teorema das folgas complementares
permite ser resolvido pelo Método das Elipséides, ob-
tendo um ponto que além de ser viavel, & ponto Otimo.

Para tanto, o algoritmo de Khachiyan obedece
ao sequinte procedimento:

“A é uma matriz de dimensao {m, n) e todos para-
metros Aij e Bi s0 inteiros, Nés comegamos com um
ponto x0 = (0, 0..., 0)t e a hiperesfera centrada em
x0 grande suficiente para conter pelo menos um dos
pontos vidvejs caso ele exista. Suponhamos que ¢ pon-
to corrente x* ndo & vidvel—caso contrario o algoritmo
termina—e que o elipsbide corrente Ek (a hiperesfera
inicial € uma elipsdide especial) contém pelo menos
um ponto vidvel. Desde que x" nao é ponto viével(,
existe a0 menos uma re stricdo violada, suponha Aj.X
> bj no hiperplano Hi. Agora, Hi é deslocado paralela-
mente até x*, resultando em Hi de forma que Hi corta
EK em duas metades: uma chamada EX+, que inclui
todos os poll;a_tos vidveis de EK (caso existam); e outra
chamada E' que ndo contém nenhum ponto vidvel.
Sﬁja Hi o hiperplano paralelo 3 Hj que é tangon 9P
gk+, entdo um novo elipséide EX*1, com centro xR+ T,
é construkdo, de modo que a casca de EX*1 inclua
0s sequintes pontos: a intersecio de Hi com E® e a
de Hi co 1E"w (notc que Ek+1 est4 contido em EK+).
Entdo, x**' é um novo ponto, e o procedimento & repe-
tido se necessdério.
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Para a execugao deste procedimento, algumas
questies devem ser levantadas, como o tamanho da
hiperesfera inicial, e consideragdes de convergéncia.

De modo a encontrar uma expressao para o ta-
manho da hiperesfera inicial, devemos a priori especi-
ficar o numero de simbolos requeridos para a codifica-
¢ao de um problema determinado em um computador
digital, obedecendo a representacao binaria. Chame-
mos essa quantidade de L; e seja um sistema de
ordem {m, n), teremos

[Iog2 lij[] + Z [logz o] + [|092|mn |] e2mn+t)sd

Este ndmero ajudara a determinar ¢ tamanho
da esfera, que deve ser ao mesmo tempo grande
o suficiente para conter ao menos um ponto vidvel
e nao tac grande que torne muito iento o processo
de convergéncia. Esse vabr 6timo para o volume

inicial da esfera foi determinado como V = 2L.[7]
A partir deste valer, o Método das Elipsoides

devera convergir em no maximo 6n (n + 1)L iteracdes
(7) dos seguintes passos:

PASSO 1: xK ¢ solugao viavel?
Caso afirmativo = pare, xK

para o problema P;
Caso negativo = véa para o passo 2.

PASSO 2: K >6n (n +1)L?
Caso afirmativo = pare, n&o existe solucac

é uma solugao

vidvel;
Caso negativo = va para ¢ passo 3.

PASSO 3. Suponha que a i-ésima restricao foi
violada, isto &. AixK > bi. Entao determine:

ket ok 1 dkAit
N+1 AjDkKajt
DK+l = N2 [ 2 Iokait Il okait | ‘]
n2+1 N+ Ai.DKAt
fagca k' = K + 1 e va ao passc 1

(Note que o numerador na (iltima raz3o da sequn-
da formula € o produto de um vetor coluna com um
vetor linha).

EXEMPLO: O pegqueno exemplo a seguir deve
explicar o procedimento acima. Encontre uma solugéo
viavel para o problema:

P: x1 —x2 < —1

—x1 < -1

Isto é, Al. = (1,—1);, A2. = (-1, 0); b1 = —1;
b2 =—1; m =2 e n = 2. Para acelerar o procedimento,
faremos L : = 5, sabendo que o circulo com o centro
na origem, e rdo 2L = 32 ainda mclun ntos vidveis.
A solucao inicial & x0 = (0, 0)t e DV = 321 (onde
I & a matriz identidade):; & visivel que a solugéo car-
rente viola ambas restricbes e, entdao, escolhemos
arbitrariamente a primeira. Entao:

36

128 258
9 9

(] ([l (=] ] = [— —}

x1 satisfaz a primeira restrigio mas viola a segunda;
portanto calculamos

4RI 10RO [_1] .
2 [_4,3] MELEL) 7
2= -1
4 3
8 \ / 256/9 128/8 || —1t

128/9 256/% L]

2% 128 26 128 J 1
§ 0 [—1] 9 [-1] 1024 512 |
2% 128 128 256 | P[] 12 265 |L O Bre
p2.t |l 9 8 |pliTe 9 g ) ‘
[1a] [-3] 512 zst
TE

a solugao x2 obtida ainda viola a scgunda restrigao,
logo, teremos:

2]
5. a9 :% eés Fesd) ° .
[ } Vg g )]

que é uma solugao viavel, e, portanto, dispensamos
o calculo de D>,

Para uma maior eficiéncia, sugerimos que se tra-
balhe com matrizes particionadas, ja que a implemen-
tagdo do algoritmo ainda of erece certas dificuldades.
Entretanto, da mesma forma que somente apds o
desenvolvimento das técnicas de inversdo numérica
de matrizes grandes ¢ médias v algoritmo Simplex
obteve sua robustez e maior utilidade; cremos que
o algoritmo de Khachyian se reforgard com os avan-
¢os em campos correlatos por ele abertos, como o
da Matemética Aplicada e da Anélise Numérica.

fa|=
=

o N
3
4
—
e
wag
=g
Allad

iR

METODO DO SIMPLEX DIVIDIDO

A técnica do Simplex Dividido, introduzida por
A. Ju Levin (1965) ¢ depois desenvalvida por L. A.
Levin e Boris Yamnitsky, resoke um sistema linear
utlizando estruturas lineares, 0s Simplices, ao contra-
rio do Método de Khachiyan, que utiliza elipsoides,
ou seja, estruturas ndo-lineares. A novidade apresen-
tada por Yamnitsky-Levin deve-se a implementagao
do método com complexidade polinomial.

Inicialmente, a definicdo de Simplex faz-se ne-
cessaria, haja vista encontrar-se disposta em um con-
texto diferente do associado ac termo quando nos
referimos ao Método Simplex propriamente dito.

Um conjunto de pontos Vo, V1,..., Vn em RN,
é dito estar numa posi¢cao geral, quando nenhum hi-
perplano passa por eles; a casca convexa formada
por esse conjunto de pontos é chamada de Simplex.
Um Simplex em R2 & um triangulo, e um Simplex
em A3 & um tetmedro.

O método inicia com um Simplex S% possuindo,
no minimo, um ponto vidvel Definimos P: (x1 Ax<
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b) como o Boolitopo aberto formado pelas restri¢des,
assim PNS% = (). O centro de qualquer Simplex
sk k = ©...n, com vértices vo, v1,..., vn & um

n
pontc xk = ——1——2 ve O Sinplex inicial S9 ¢ seu cen-
n+1 1=0
tro sdo definidos pelo método dos elipsbides corres-
pondendo a hiperesfera inicial e sua origem, respect-
vamente. A hiperesfera inicial de Khachiyan deve ser
circunscrita por algum_ Simplex com o objetivo de
se obhter o Simplex S¥ (O método termina gquando
o centro do Simplex corrente & um ponto viavel.
Supondo uma iteracaoc quatquer onde o Simplex
é Sk e seu centro xX, tal que xX viola no minimo
uma rest rigio. Entao, o hiperplano que violou qualquer
uma das restricbes é deslocado em direcao a xk,
dividindo o Simplex SK em um Simplex S+ e um
tetraedro TK —, onde SK + contém todos os pontos
viaveis de SK, e TK—n&o contém pontos viaveis. Agora
sk + & circunscrito por um novo Simplex gk+1 ¢
a relacao de volume obtida:

v (SK) <v (Sk+Ty

O centro do Simplex Sk+1, xk*1 ¢ determinado,
a sua viabilidade testada e o procedimento € repetido
até gue o centro do Simplex corrente seja viavel.

Vamos agora colocar o algoritmo em uma manei-
ra mais formal. Consideremps que uma solucéo viavel
deva ser encontrada para o sistema geral Ax < B
x € RN Tomemos o Simplex inicial com vértices vo,
vl,..., vP, incluindo no minimo um ponto viavel. O
centro do Simplex é:

Iniciaremos com k = 0. O algoritmo do método
pode ser estabelecido:

PASSO 1: Se AxXK < B entdo

Caso afirmativo > Parar, xK & uma solucao para o
problema

Caso negativo = Selecione a i-€sima restrigao onde
Ai, xK > bie va para o PASSO 2.

PASSQ 2: Calcule Si (v]), a folga do i-esime vértice
com respelto I-€sima restricao da seguinte forma

Si (vl) = AL, (xK=vl), ¢ = 0,1,..., )
e determine u talque Si (vY) = max| (Si (v])).
Si (vl)
n2 Si (v4)

e determine os vértices do novo Simpkx como

PASSO 3: Calcule Y ! = 1 — 2=0,1..0uN

viavt e vy 0 =01,..,n

C centro do novo Simplex serd:

n
Xk+1 = 1 b

vl
n+1 =0
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Atualize K = k +1 e va para o PASSO 1.

A convergéncia do Método do Simplex Dividido
depende do fato de gue os Simplices estac “enco-
lhendo”. Este fato pode ser observado pela razao
dos volumes de dois Simplices sucessivos:

k+1 2 N 1
V(s N-—1 N — ST2
Rs () = —— =[ . HNZ—J <g  2+)T <

Vejamos um exemplo. Considere o sistema linear
abaixo:

P: x1—x2< (81)
—x1<—1(82)
x1,x2 e R

Tomemos o simp Ex inicial com os seguintes vér-

tices:
Vo = [8, 2 5] T,

vi = [—1,5,7.5J lgve= [1,—-1] T com centro

) 1 8 ' —1,5 R 1 2.5
3 2.5 7.3 — 3

Como o ponto X0 violaa primeira restrigao, entao
i =1 e as folgas dos trés vértices sdc calculadas:

s (Va)=A1_(xo_V0):[7’_1]( 25| | 8 ):—6
3 2.5

-

2.5 [—15]
(v1) = A1, (x0 — 1);[1,_1] — = 0.5
Y 3 7.5 09

fas ] [ 1]
s1(v2)=A1.(xo-v2)=[1,—1]( - 1 )=—2.5

5

-

A maior folga & Sy (V1) = 85, assim, u = 1
e os deslocamentos sio:

)\o=1_.__8,1_,.(,‘£_)_=1_._(_:9_=_2_0__
n2s1 (v1) 48,5 17

MaqoSteh o, 85 3
n2s1 (v1) 48,5 4

2oqo ST 25 73
n2s1 (v1) 4.8.5 68

Calculemos 05 novos vértices do simplex comc.

T T
W=yl ;0 WO —v1) = [-3—263 130 ] = [6.575,3.25]

T
vl=yl+ % (vl —vly - [—1,5,7,5]

T
2,2, 1 2 Iﬁi = -
Ve = v+ ) (v v!) 126 1 = |0,829,—-0418
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Como A1 é visivel, o procedimento temina.

0 novo centro do simplex S1 e X1 =

263/40 —-3/2 1.968

"y

130/40 15/2 3.444

ALGORITMO DE KARMARKAR

Denire os algoriimos que buscam resolver Pro-
blemas de Programacdo Linear, este ¢ considerado
um marco, pois representou um salto de qualidade
do ponto de vista tedrico e pratico.

Do ponto de vista teérico, um algoritmo cuja
complexidade é polinomial é melhor que outro, que
solucione o mesmo problema, com complexidade ex-
ponencial (g). Antes do algoritmo de Karmarkar ja
existia o algoritmo Simplex (15), ainda hoje ampla-
mente difundido e utilizado em todo o mundo. Entre-
tanto, sua compiexidade no pior caso & exponencial,
gue é uma caracteristica indesejavel. Ja existia tam-
bém, antes de Karmarkar, o algoritmo de Khachiyan,
que é polinomial mas ndon porde ser praticado devido
a dificuldade de implementa-lo. A grande vantagem
do algoritmo de Kammarkar é ser polinomial e imple-
mentavel, tornando-o superior ao Método Simplex.

Karmarkar apresentou seu métodoe no artigo "“A
New Polinomial-Time Algcrithm for Linear Program-
ming” (10) em 1984. Entretanto, para uma leitura
inicial é indicado o artigo “Kamarkar's Algorithm”
(14).

O algoritmo de Karmarkar ndo resolve direta-
mente um PPL, e sim um problema onde o conjunto
dc solucdos ostd rostrito a intersegdo de um simplex
(que ja foi definido nesse artigo na segéo METODO
DO SIMPLEX DIVIDIDO) e um sistema de equagdes
lineares. O passo inicial é inscrever uma circunfe-
réncia no simplex de forma que seus centros coinci-
dam. A interse¢do entre a circunferéncia e a regiao
limitada definird o ponto procurado assim que uma
projegdo da funcio objetivo indicar a diregio a ser
tomada. O passo iterativo & projetar o simplex em
outro, de forma que o ponto encontrado seja projeta-
do no centro do simplex imagem. Acha-se um ponto
melhor da mesma forma que no passo inicial e proje-
ta-o de volta ao simplex original. O passo é repetido
com os sucessivos pontos encontrados até que um
pardmetro de término seja alcangado.

O problema restrito tem a seguinte forma:
minimizar ¢x
sujeito a x € N AD
onde ¢, x pertencem a R+l e = x I Ax = 0)
@ ¢ espago solugdo de um sistema homogéneo de
o n
equacoes lineares, e A" = (x | ¥ Xi = 1) & um simplex

de ordem n contido no AN*1 =1

Ainda nesse problema, tem-se que observar as
seguintes condigdes:

1. O valor minimo da funcio objetivo & zero

2. O centro do simplex é um ponto aq e é viavel.
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O algoritmo para quando encontra um valor x tal
que

clx
clag

onde q é um pardmetro maior que zero fornecido
a0 programa.

Para resolver um PPL pelo método de Karmarkar,
temos que transformé-lo no problema restrito acima,
observando as duas condicoes.

Quando o valor minmo da fungao objetivo néo
& zero, temos que usar um artificio. Suponha que
M seja o valor minimo. A nova fungédo objetivo serd
(c— Met}tx, ondee € o vetor unitario. Nao trataremos
0 caso em que o valbr M & desconhecido (14).

Para reduzirum PPL ao problema restrito, usa-se
uma transformagao que leva pontos do R" ao RN+1
da seguinte forma:

<2=-q,

x1 = {ul/al)/(ulfal + ...+ un/an + 1)
xn = {un/an)/(ul/al) + ...+ un/an + 1)
Xpeq = V{ul/al + ... +unfan + 1)

onde a é um ponto vivel conhecido
a= (at, a2 ..., an)
De modo que um PPL na forma:

minimizar cltu
sujeito a Au = b

pode ser escrito na seguinte forma:

minimizar u*x
sujeito a (Alb)x = 0

onde ja pode ser aplicado a algoritmo.

Seja n o numero de varidveis do problema; uma
variavel Tolerdncia com valor 277; ¢, a fung¢éo objeti-
vo, A, a matriz de restrigdes; CS, o ponte central
do simplex (1/n, ..., 1/n);V, o valor da fungao objeti-
vo no centro do simplex; e x, o ponto que se esta
averiguando como 6timo. Entao, o algoritmo de Kar-
markar pode ser proposto da forma abalxo:

01. Faga x = CS

02. Faga D ser a matrz diagonal de x
03. Faga B = A-D

04. Adicione uma linhade 1's a B

05. Faca CP = (I —BYBBY~B) bc

06. Faga TCP = n
¢ /T (cPi2

i=1
07. Faca R =

08. Faca x1= CS — R ——
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D-x1
09. Faga x = ————
¢ gt—D —x1
10. Faca Vi ser o valor da funglo objetivo no
ponto x
V1

11. ~ > Tolerancia?

Caso afimativo = volte para 2

Caso negativo = pare, x € o ponto procurado.

O valor g é fornecido e vai determinar a precisao
da resposta. O vabr @ também € dadou, seu objetivo
¢ garantir a eficiéncia do método e possui um valor
comum de 0,25 (?).

Para o PPL abaixo, gue ja esta na forma restrita,
o algoritmo encontra a solu¢do na 19: iteragao, com
Tolerancia igual a 0,001 e valores (0,003, 0,2501,
0,7497) quando a solugao exata ¢ (0, 0,25, 0,75).

minimzar 3x1 + 3x2 — x3
sujeito a 2x1—3x2 + x3 =0
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