FUNGAO DE TENSOES DE A. PUCHER
PARA O CALCULO DOS ESFORGOS NAS
CASCAS PELA TEORIA DE MEMBRANA.

* Benedito Torquato de Oliveira

O objetivo deste artigo é mostrar de maneira diddtica, a deducdo das equagoes diferenciais
de A. Pucher e suas aplicagdes prdticas no que tange ao célculo dos esforcos de membrana nas
cascas, cujas superficies médias sdo representadas no espago tridimensional por uma funcdo z =
A=, y), continua e diferencidvel em todos os seus pontos.

1 — CONSIDERACOES PRELIMINARES

Se em relagdo a um sistema triaxial, a superficie
média “S" de uma casca puder ser expressa por
uma fungdo z = f(x, y), entdo existe uma fungéo
de tensbes @ de x, y e do carregamento chamada
de fungé@o de tensdes de Pucher, ¢apaz de definir
as trés tensdes de membrana em todoS OS pontos
da superficie média da casca.

Seja ds um elemento infinitesimal da superficie
média S e assim consideraremos ds também contido
no plano “r”, o qual & tangente a superficie média
dada por z = f{, y) no ponto P. (Fig. 1a).

A casca encontr-se submetida a um carrega-
mento, cuja intensidade por unidade de area no plano
XY é dada através de suas componentes X, Y e Z
(Fig. 1b).

Apbs estas consideracdes, toma-se facil escre-
ver as equacgdes que traduzem o equilibrio estatico
do elemento ds, ou mais propriamente, o equilibrio
estatico da projegdo de ds no plano XY, por ser mais
simples conforme veremos adiante.

No que se segue, além de consideragdes de or-
dem geométrica, adotaremos a seguinte nomenclatura
para os esforgos que atuam no elemento ds. (Fig.
1a e 1b).
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a) as tangentes Tx e Ty a superficie média z
= f(x, y) no ponto P e paralklas aos planos
XZ e YZ respectivamente, definem ¢ plano
7, 0 qual & tanbém tangente A superficie
média z = f(x, y). Tx e Ty formam com o
plano XY, os angulos a e B tais que,

b} Nx € o esforgo atuante por unidade de comprl-
mento, na diregdo da tangente Tx a superficie
média z = f(x, y) no ponto P, a qual é paraleta
ao plano XZ.

c) Ny é o esforco atuante por unidade de compri-
mento, na dire¢ao da tangente Ty a superficie
média z = f(x, y), no ponto P, a qual é paralela
ao plano Y2.

d) Nxy e Nyx sdo esforgos cortantes atuantes por
unidade de comprimento, nas diregbes das
tangentes Ty e Tx respectivamente.

e) Nx é o esforgo horizontal atuante por unidade

__de comprimento na dire¢ao do eixo dos X.

f) Ny é o esforgo horizontal atuante por unidade de

_comprimanta na diracdo do eixn dos y.

g) Nxy e Nyx sfo esforcos cortantes horizontals

atuantes por unidade de comprimento nas di-
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regoes dos eixos dos Y e dos X respecti-
vamente.

Inicialmente consideraremos o equilibrio do ele-
mento ds relativamente a sua rolagao em lor-
no de um eixe QN, normal ao plano T passan-
do pelo ponto Q pertencente aoc mesmo plano.
(Fig. 1b). Teremos:

IMN = (Nyydsy) dsx. senh _
— (Nyx dsx)dsy sen* =0

«*« Nxy = Nyx ... (1)

Antes porém de escrever as equagdes de equili-
brio da projecdo horizontal do elemento ds
relativamente aos eixos coordenados, iremos
determinar as relagbes existentes entre os
esforgos Nx, Ny e Nxy = Nyx, com esforgos
horizontai sNx, Ny, Nxy e Nyx. (Fig. 1b). Lem-

brando que:
g 8 = 8z e 4 _ 9z vem:
g T oax gas= ay '

LS el

dy —
—— . oS =Nx.d
Nx. cosR )4

€083 Vo1 "YQZB = ﬂ_ fix Xy (2}

3
** Nx = *Nxs ——==——« Nx =
©08 a az |2
NS 1+(a—y)
1+ tg2x

dx

Ny = cos B = Ny. dx

cosa

1 $‘<ij2
2
cosa @ V1w oo Y fy e (3)

1 1;(—2’)2
1etgeg *

Nxy. yB cos g = Nxydy ,*. Nxy = Nxy

. CosSq = N . d LI =N
Nyx v o = Nyx. dx,*. Nyx = Nyx

Que em virtude de (1), vem:
Nxy = Nyx = Nxy = Nyx e (4)

Fraured ‘*‘&

DETAy e

Apds estas consideragbes, torna-se facil eacre-
ver as equacdes que traduzem o equilibrio da proje-
¢do de ds no plano XY. Teremos. (Fig. 1b).

LFx = N'xdy — Nxdy + N'yxdx — Nyxdx + Xdxdy
sehnw=0... (5)
LFy = N'ydx — Nydx + N'xydy — Nxydy + Ydxdy
senw=0... (6)
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Observando que:

N'x = Nx + B—E’:—dx

Ny

NI = N + 3

y = Ny 5y dy

Riyx = Ryx + 20X 4
yx= ey @

N'xy = Rxy + % dx

Substituindo as relagdes acima em (5) e (6) e tendo
em vista (4), vem:

3 Nx

3 Nxy _
Y + =y + Xsenw=0 .. (7)
.aNy + BNxy+Ysenw=0 ... (8)
Yy ax

Considerando os componentes dos esforgos que
atuam em ds ao longo do eixo Z e tendo em vista
(2), (3) e (4) vem: (Fig. 1a e 1b).

cos@ dy
N = N .
a) X(COSB ) seng = ( prer x)( cosB)
*Seny =Nxtgo( dy = Nx 8z = dy

fogo a componente por unidade de comprimento é:

92z
Nx —BT e (9)
dx coso — dx
b) Ny ( ) senR = {( — Ny} )
cosq cos 3 cOoSc

+88nR =Nytgp dx =Ny dx

logo a componente por unidade de comprimento é:

Ny —= ...{10)
ay
dx _ - dz
c) Nyx ( )} sena = Nyxtgo dx = Nyx —— dx
cosc Ix
logo a componente por unidade de comprimento é:
'f'iyx-z—)E . (1)
ax
dy az
d) Nx , sen g = Nxyt =Nxy — d
) Nxy ( cosB) B ytggdy Y 3y y
logo a componente por unidade de comprimento é:
z
ny—a— ...{12)
9y
24

Considerando agora 0 equilbrio ao longo do eixo
dos Z e tendo em vista (9), (10), (11) e (12), vem:

~ 3z sz 3 9z 7
Fz =—Nx — dy +|Nx— + — (Nx— )dx| dy =
I o y'+[ o { - Yax| dy

= 3z - 3Z 3 — 9z 7]
~Ny —dx +[Ny— + — (Ny— )dy| dx =
ay ay Jy ay

— 9% 9z 3 3z ]
~—Nyx—dx +|Nyx— + — (Nyx— dx =
y oX [y ax BV( y ax )dy—

_ 3z - 9Z 3 9z
- —_ —_—— —Ydx| dy +
N)(yay dy +|E\lxyay+axmxyay )dJ Y
+ Z dxdy sen w = 0 .. {13)

Simplificando a expressdo {13), vem:

Diferenciando os produtos em (14) e lembrando
que Nxy = Nyx, vem:

32z 32y
Nx — -—
58 +2ﬁxy8x3y + Ny

32z
By2 -
ANX . dNxy 9z

ay)ax -

=—Z sen w—(

Ny  ONxy

9z
—_(— =) —

ay ax Jy

tendo-se em vista (7) e (8), vem:

8%z 322 52
R y—=Z =
Xaé— +2ny axay + Ny ayz
3z 3z
==Zsenw+Xsenw-—+ Y senw —— ... (15)
Ax 3y

Para satisfazer as equagbes diferenciais (7), (8)
e (15), A. Pucher introduziu uma fungao de tensdes
@ (x, y), tal que:

Po X
Nx = -5;2-— sen w_j‘xo Xdx  ...(16)
20

— Y
Ny = 32 senwj;o Ydy ...{17)
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3% ...(18)
axay

Nxy =—

Sendo Po : (xp, Yo) um ponto fixo pertencente a
superficie média z = f{x, y). Substituindo (16), (17)
e (18) em (15), vem:

20 Pz 5 50 *z 3% 32z

w2 ay2 Cdxdy oxdy  oy2 = ax2

9z oz
=—Zsenw+ Xsenw —+Ysenw — +
x dy

322 X v
+ —8;2- sen WJ‘XO X +

Antes de se considerar o efeito de um carrega-
menio cuja intensidade por unidade de superficie é
dada através de suas componentes Px, Py e Pz,
paralelas aos eixos X, Y e Z respectivamente, veja-
mos as relagfes existentes entre estas componentes
com as componentes X, Y e Z de um carregamento
equivalente por unidade de area no plano XY. Sabe-se
que pela equivaléncia, tem-se:

Px ds = X dxdy sen w ... (20
Py ds = Y dxdy sen w < (21)
Pz ds = Z dxdy sen w ... (22)

Como dxdy é a projecdo de ds no plano XY,
temos:

dxdy » sen w = ds - cos §. ...{23)

onde cos S é 0 cosseno dretor do angulo que o
vetor unitario u, normal a superficie Z = f(x, y) no
ponto P forma com o eixo dos Z, dai a necessidade
de posteriormente se determinar cos &,
Substituindo-s (23) em (20), (21) e (22), vem:

Px = X cos®
Py = Y cost
Pz = Z cos®

Px Py Pz
=——= = cos §
X Y Z

...(24)

Sejam Jx e U, (Fig. 1a) vetores unitarios nas
diregbes das tangéntes Ty, e T, respectivamente,
entdo pela Geometria Analitica, vem:
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-+ e + >
Uy = COS Qi + ol + sen 0k
- rd ~+ -
Uy = COS Bcos wi + cos Bsen wj + sen Bk

. - - 2
O produto vetorial entre uy e uy, sera:

g -+ -+
i i k
- > - 0 -
Uy A uy ={ cosu senq =
cosBcos w cosBsen w senp

=
=—sena cosP sen wi + (senx cosB cos w—

-+ -
— cosx senB)j + cosacosfBsen w k

s
= \/senzo(cos2l3+ coszo(senzB +

UX/\Uy

cos2a 00528 senw — 2 senacosw senp cosRe

D —)

«COSW = § ...{25)

sabe-se também que:

e - —
Jux Aty = | Ux|-|uy|. sen A =sen 3 =2
comparando (25) e (26), vem:

sen A = \/senzoc cos2p + coslasenZp +

... (286)

+ coslq cos2B sen2w — 2 sena coso senp cosP-

_

—Ccos w ... (27)

o vetor unitario U normal & superficie 1(x, y) no ponto
P, sera:

- 'TX A Hy SengCcosSpsSen w -
us= s = =— |1+
IUX N Uyl ¢

sengCosSR cos w — cospsenl
] *

L 2

COSqCOoSRsen w i»

logo para o coss, teremos:

coOsSqpCOSpsenw

c0sg§ =
S L

que em virtude de (27), vem:

5 cos™® cosP senw
CosVY =

‘\/sen"-’a cos?® + cos2d sen2B + cos2ae

«cos2B sen2w —2 sena COSO SenR COS f COSW

e que em fungdo das tangentes de o e B, teremos:
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0SS = senw _ Neste caso, a equagéao diferencial (19), tendo-se
B N em vista (30) ficard reduzida de acordo com o que
'\/ tg2a 1928 —2 tgo 1gB COSW + Senw se seque:
senw 320‘ 32z L 329- 122 , )
\/ 212 (32)2_, (3202 s av?  axay axdy  3y2
-+ -— - L]
G E-G16)
P z
—_— = —qo \/ 3z \2 az \2
cosw + sen2w ... (28) ax 2 ax ) T\ eyl %
A andlise de tensbes na casca se faz tendo-se 9z az 2 ‘ 39
am vista o valor do &ngulo A em cada ponto P da '( ox ) \gy ) Coswrsemw L. (31

superficie média da casca, (Fig. 1b). Podemos calcular
com ), através da seguinte equacho:

> >
Uy . Uy = cos™ cosB cos w + sen® senB

-
Uy .ay = 'U)(] . lUy' COSA = COSA

-~ €0s? = cos%osPcos w + sen® senB.
gutgn + cos w -
V1 + tgza‘- \/1 + tng‘
9 .}
(_Z) ( z ) . cOs W
3% 3y
1 ( 29z \2 ] ( 9z )2
. +
"\ ) 3y

Considerando agora somenta o efeitn do péso
préprio qo, o qual é constante por unidade de superfi-
cie, temos:

. COSA =

Px=Py=0 e Pz = qo

As relagdes (24), fornecem:

X=Y¥Y=z0
Pz

Z= . .. (29)
cosd  cos§

substituindo-se (28) em (29), vem finalmente:
. Z=0q0 (_a_z_ 2, (3_2)2 - (BZ )
ax dy %

(= |
3y

) cos w + sensw - (30)

sen w

25

2. APLICACOES PRATICAS

a)Cascas em forma de paraboléide hiperbdlico com
camga uniformemente distribuida em projecéo ho
rizontal.
Seja por exemplo, uma casca cuja superficie média
tem a forma de paraboléide hiperbdlico e definide
pela equagéo.

z=cxysenw ...(a) (Fig. 02).

Figua 02

Para x = ae y = b temos que z = h, substituindo-se
em (a), vem:
h= cab sen w
Cs o————
ab sen w

que substituindo-se nova mente em (a), vem:

— =Y .. - )
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9z h
—_— S e— ... (e)

y ab

2z 32
_3__2=_2_=0 .. .{d)
ax Jy

2
B2 h e
dxoy ab

Considerando exclusivamente carga vertical
uniformemente distribuida em projegéao horizontal (X
=Y =0e Z = q) e substituindo-se (b), (c), {d) e
{e) na equacéo diferencial dada por (19), vem:

32 o 327
- L~ e _7Z-senw
ax3dy 3xdy
2
__2?_0...2_ =—Z.SeNW = —q sen w
oxdy ab
2
879 =a—bqsenw - {f)
axoy 2h

substituindo-= (f) em {18) e tendo em vista (4), vem:

320 al
=——( Sen w ... (@)

Nxy = Nxy = —
y Y Xy 2h

O sentido negativo de Nxy esté corretamente
indicado na Fig 02. A solugdo geral da equacéo
diferencial dada por (f), é:

b
m=% gsenwxy + 1)+ 2 () ... (h)

sendo f1 (x) e f2 (y) duas fungdes arbitrarias e
determinadas pelas condigdes de contorno do

problema. Levando @ dada por (h) em (16}, (17) e
(18), vem:

_ 2 22(y) ,

Hix = 3¢e _ d (y e )
n y2 dy2

_ 32 211(x .

Ny = — & _ 90 g
3 x2 dx2

levando (i) e {j}) em (2) e (3), vem:

. (k)
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f (az )2
& | —
dy d211 (x)
1 +( 9z )2 dx2
Ix

que levando em conta as relagdes (b) e (c), vem:

-0

212 2,2 2

ach h f2

N = PNy AR )
a2b2 + h2x2 dy?
202 . 1242 A244(x

Ny = ach® + h2x d2fi(x) ..(n)

a2h2 + h2y2 dx2

considerando os bordos livres de esforgos normal (Fig.
02), tem-se:

) Para x=0e 0 ¢y gb, ocorre Nx = 0, que
substituindo em {m), vem:

o- a®p2 + h2y2  422(y)
a2p2 dy2
a2h2 + h2y2

como _— %0

a2p2

conclui-se que para 0 £ Y £ b. tem-se:

d212(y)

0, que pela expressdo (m),
dy2

vem: Nk =0 ... {0)

Ih Paray = 0 e 0< x < a,ocorre Ny = 0 que substi-
tuindo em (n), vem:

2202 + h2x2  d2f1 (x)
a2p2 dx2

como
a2b2

concluiu-se que para 0 ¢ x ¢ a, tem-se:

d2f 1(x)
dx2

= @ que pela expressao (n}, vem:
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Ny=0... (p)

As equacgdes (0), (p) e (g) resolvem o problema, ou
seja:

Nx = Ny = 0, para toda casca.

eny=—%:— g. sen w

Na fig. 02 podemos tamar com suficiente aproxi-
macgéo ) 27 /2 quando se tratar de paraboldide hi-
perbolico com pequena curvatura {valores pequenos
de h quando comparados com a e b), neste caso,
a orientagdo e 0s valores dos esforgos principais,
séo dados pelas formu s j& conhecidas da Resistén-
cia dos materiais, considerando o estado de tensées
relativo ao estado de cisalhamento puro, ou seja:

ab senw
N1 = ny‘ . 98 semw (Tragao)
2h
N2 = __| nyl = — &b:ﬂ {Compressao)
2

A orientacdo destes esforgos esta convenien-
temente representada na Fig. 02.

Objetivando simplificar o processo construtivoe
no tocante a distribuigdo das armaduras, é mais con-
veniente cobcé-las segundo as diretrizes retilineas
(Fig. 2). As amaduras de tragdo Asx e Asy nas dire-
¢das X e Y respactivamente, sdo:

—
Asxtyd = Asyfyd = Gc-N1 -

considerando § ¢ = 1,4, teremosa:

14V2 N 141/2 gab sen w

ASX = Asy =

2fyd 4htyd
(por metro linear)

Para o esforgo de compressio N2 (Fig. 02), basta
que se versifigue a tenséo de célculo do concreto
& compresséo fcd, ou seja:

. sen w
sc. N2 = 0.007 ﬂ_,__ < fed (kgf/ecm2)
100.e he

onde e, é a espessura da casca em cm.

Levando em considera¢ado o efeito do pdso pré-
prio da casca qo constante por unidade de superficie,
tem-se:

X =Y =0
N e R el )
;N w

substituindo-se (b) e (c¢) na expressao acima e toman
do-se w = 90°, vem:

2 2 *
Z=qo w . N 2+ h x2
ap2 a2b?
A equacao diferenc il (19) ficara reduzida a se

guinte equacéo:
2

3”0 32z _
axgy axj3y
2 2
.2 3 -.-h_ = Qo 1 + h y2 +*
h2 2

A Y
. 2% qo0 \/ ab \2
I 2 — 2 42
%3y 2 X + Y +( H e (D)

de (18) e (4), vem:

=— _q.c'_-\/(2+y2+ &b
ax 3y 2 h

a solugdo da equacdo diferencial (t) nos permite de-
teminar @ e conseqlientemente os esforgos Nx e Ny
através das equagdes (17) e {18). O resultado & o
que se segue:

In : . (tragdo)

(trag 50)
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b) Estruturas compostas por parabol6ides hiper-
bélicos.

As cascas em parabold tles hiperbblicos apresen-
tam vantagens no que tange a simplicidade de célculo

ao seu funcionamento estrutural a sua beleza arqui-
tetdbnica, bem como facilidade de execugao.

Podemos associar varios elementos de parabo-
l6ide hiperbdlico, unidos através de geratrizes retili-

PouTs
Bog xo\/

neas comuns e apoiado o conjunto em pilar centrali,
conforme se observa no Teminal Rodoviario Eng.
Jodo Tomé em Fortaleza - Ce, cujo calculo foi de
autoria do Eng. Hugo Alcéntara Mota. (Fig. 03).

Considere-se quatro parabobides hiperbolicos
equilateros w = 90°, com lados iguais a “a". Sejam
eles OFBG, OGCH, OHDE e DEAF, com eixas verticais
e veértices respectivos em B, C, D e A. Consideran-
do-se exclusivamente carga uniformemente distribui-
da em projegao horizontal (Fig. 03 a), temos:

~
Boroe
Tl?_l's.c/\'ou,\m

Figua 03

Conforme j& vimos, em cada paraboléide um estado
de tensdes corresponde ao estado de cisalhamento
puro.

Se h > 0, 0 contorno externo sendo horizontal,
sera tractonado (Fig. 02 e 03 a). As arestas inclinadas
equilibram-se duas a duas no pilar central e seus
esforcos sdo de compresséo. Se entretanto, h < 0
(Fig. 02 e 03 b), o contorno horizontal agora sera
comprimido e as arestas centrais tracionadas.

Tendo-se em vista a associa¢do de parabolbides
indicadas na Fig. 03 a, 0 contorno horizontal traciona-
do serad obtido aumentando-se ligeiramente a espes-
sura da casca nas bordas livres e colocando-se arma-
duras as quais funcionarao como tirantes para equili-
brar os esforgos tangenciais que se desenvolvem nas
respectivas hordas (Fig. 012 e 03 a). O esforco de
tragdo em um ponto M de abicissa x pertencente
ao lado GC, serd: {Fig 03 a).
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X
T =‘J: leyldx:'nyl .X

sendo
gabsenw qa2
Nx | = = = b), =
I y >h oh (a=Db),ew=90
vem:
qa?

= 2h X
Portanto, conclui-se que nos pontos A, B, C e
D, estas tragdes serdo nulas (x = 0) & maximas em
E,F, GeH(x =a), como valor de:

qa3d

2h

Analogamente, conclui-se que as agdes tangen-
ciais nas geratrizes comuns FO, EO, HO e OG se

T = |ny|a =

29



somam e deve-se portanto, dispor de elementos estru-
turais em forma de V, d mensionados para suportar
compresséo, cujos valores vao aumentando desde ze-
ro nos pontos E, F, G e H, até um velor méximo

C=2|ny|.6§ = q:2 4 /a2 + h2, onde
OG = - /8% +h?. (Fig.3a).

O esforgo de compresséo Nk transmitido ao pilar
central em ambos os casos, (Fig. 03 a e 03 b) para
efeito de dimensionamento, sera:

Nk = 2a . 2a . q = 4a2q

¢) Casca em forma de paraboléide de revolugdo com
proje¢do horizonta! triangular.
Seja o paraboldide de revolugéo dado pela equa-

2
cBoz= X h+2 y2 em um sistema de eixos triretangu-

lares. (w = 90°}(Fig. 04), considerando exclusivamen-
te carga uniformemente distribuida em projecéo ho-
rizontal (x =y = 0 e z = q), teremos:

2
.....a..?..= X . (a)
aIx h
29z
—_— ﬂ. . (b)
ay h
2z 2
5 = — . (e}
ax h
¥z 2
5= . (d)
ay h
92z 0
axdy oo (8)

substituindo-ee (a), (b), {¢), (d) e (e) na equagéo
diferencial (19) vem:

329 2 229

2 0 ©
- —  + -—- — (w-90 }
Ix2 h 3y2 h
. 920 329 h
e + =—0

considerando as bordas livies de esfor¢go normal,
a solugao da equagdo diferencial acima, é dada por:

h
g =- - 9 [xz +y2 4 la (3xy2—x3)]

onde a & um pardmetro arbitrario, observa-se que
fax=— —e@ys= L (_2_a__x) 0 é constante

pa =— g &Y= /3 \3 !

a0 longo dos trés lados, note-se que, no lado paralelo

30

ao eixo dos Y tém-seéig—- = 0 e portanto, Nx = 0
ay

ao longo daquele lalo. Das expressbes (16), (17) e
(18), vem:

2
NIX - — Pae (g)
ayZ2

NY = —7 S ()

829 e ()

NXY =
axdY

da expressdo (f) vem:

2 .
i—g- = - m. 1 - _.3_x_) sas (j)
ox2 4 a

2
.. | (1 _.2_) oK)

o2 2 2
"8 _ 8 ha, 0
axay 4 a

substituindo- s (j), (k) e (1) em (i), (g), (h) vem:

q hq (1+3x
x== 4 a
Rye -3t (1-3)
Ny 2 — ~— 1 = —
y a

= 3
Nxy = T—'a-y

substituindo-= as relagées dadas em (a) e (b), em
(2), (3) e (4), vem:

Nx = — 9 (hi") WAL I
4 ay h2 + 4y2
hq 3x a /h2 &+ 4y2
Ny=____(1___) —_ e (N
4 a h2 + 4x2 ™

Nxy = Nxy = — --hiy ... (0)
4 a

As equagdes (m), (n) e (0) resolvem o problema. Veja

os diagramas dos esfor¢os de membrana na (Fig. 05).
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Figua 05

d) Casca em forma de condide parabélico.

Seja um condide representado em um sistema
de eixes triretangulares (w = 90°), sendo gerado por
uma reta paralela ao plano XZ apoiando-se no eixo
dos Y e sobre uma curva parabolica como diretriz,
paralela ao plano YZ. (Fig. 06).

Fgura 06

2
Seja Z = — 1 (1— ﬁ-) a equagdo da parabola
diretriz. d2

f = flecha da diretriz

REVISTA TECNOLOGIA — DEZEMBRO/91

d = véio do arco
L = distancia da diretriz ao plano YZ
A equacao da superficie média, serd:

z
= - L Fig.
7 L (Fig. 06)

'--l..
.z-LZ

§.z_=_.t.(1._;4"_2.) ... ()

oy L a2

.aig 8_f ses (b)
ox Ld2

2

¥z _ vee (€)
3y2

3%z s oo (@)
3x2  Ld?

2

7z =—§f—- X e (e)
ax3y Ld?

Considerando-se exclusivamente carga vertical
uniformemente distribuida em projegéo horizontal (x
=y =0e 2z = g) e substituindo-se (a), (b), (c), (d)
e (e) na equagao diferencial dada por (19}, vem:

a’—o(ef )_2 aze'(at x)_

8¢ \Ld2 sy \taz /=79
529 02 0 gL

« ¥ 2 = —a e (f

©* oxe 3x3y a1 ®

A solugdo da equagho diferencial (f) ¢ dada por:

0=—ﬂ;Td2- fny dy + (x)

onde f(x) é fungdo somente de x, portanto, temos:

2
..aﬂ = - qLd lny
3y 8f
do
dy? 8fy
0
3x3y °

H



30 dix)
X ax
20 & (x)
ax2 dx2

Pelas equagbes (16}, (17) e (18), teremos:

Ny = & f(x)
dx?

Rix = 112
8fy

—_ q Ld2

N

X sty
ﬁxy =0

Pelas equacdes (2) e (3). podemos escrever que:

- /1 . B4y’
L2d4 24
, 92100 .. {g)
dx

Ny= .
2
1+—f—(1_.. 4_)(2.2
L2 &2

32

.- (h

Nxy = 0 )

observando que paray = L e —d/2 ¢ x g d/2 temos
Ny = 0 (bordos livres de esfor¢co normal) quez pela

expresséo (g) conclui-se que o segundo fator ddizx

. g2 f(x)

é nulo, e como f{x) independe de y, tem-se —-—d—z——
X

= 0 para todo y, logo teremos: Ny = 0 (para toda

casca) )
As equagdes {(h), (i) e (j) resolvem o problema.
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