’ ECOLOGIA: )
A MATEMATICA DA LUTA PELA SOBREVIVENCIA

) Ulisses S. Melo

Este trabalho mostra, utilizando um simples sistema de equagées diferenciais, um modelo
matemdtico que fornece suporte cientifico as conclusdes dos estudos ecolégicos sobre equilibrios

populacionais.
Summary

This paper shows, working on a simple system of differential equations, a mathematical
model which gives scientific support to the results from ecological studies on populations

equilibria.
INTRODUCAO

Ecologia é usualmente definida como o estudo
das interagdes entre organismos e 0 meio ambiente.
Meio ambiente aqui é tomado em sentido amplo e
engloba todas as cousas ou fatores que, de alguma

forma, se relacione com o organismo; inclui ndo
somente fatores fisicos como luz, temperatura ou umi-
dade, mas também seus parasitas, predadores, presas,
competidores, etc. Tudo que n3o for parte intrinseca do
organismo mas tiver a ele relacionado € parte de seu
meio ambiente.
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Figura 0] - A cadeia Alimentar
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Como sabemos, a vida se apresenta sob diferentes
niveis de organizagio tais como molecular, celular,
tecidos, 6rgdos, sistemas e organismos. Apesar de que
a ecologia se vé frequentemente envolvida com
fendmenos em qualquer dos niveis entrépicos agora
citados (por exemplo, as interagdes osméticas de um
organismo com seu meio ambiente), estaremos aqui
primariamente devotados a andares mais macroscopi-
cos: populagdo, comunidade e ecossistema. Chamamos
de populagdo a um conjunto de individuos da mesma
espécie vivendo na mesma 4rea geogréfica, enquanto
que comunidade é o conjunto de todas as populagdes
que vivem numa mesma drea © ecossisterna dcsigna as
comunidades e seus ambientes fisicos considerados
juntos.

A vida depende, em tltima anélise, das radiagGes
solares. (Ndo € a toa que os antigos adoravam o Deus
Sol). Os chamados produtores utilizam a energia solar
na fabricagdo de seu proprio alimento e, a partir dai,
outros organismos, os consumidores primdrios, obtém
a energia necess4ria comendo produtores, € a cadeia se
segue. A sequéncia de organismos através dos quais
existe o fluxo de energia da comunidade € o que se
denomina de cadeia alimentar, a qual pode ser esque-
matizada como uma pirdmide onde cada nivel € usual-
mente denominado pelos ecologistas de nivel tréfico
(ver Fig. 01).

Assim organismos vivem de organismos € 0 que
se chama de teia alimentar de uma comunidade € um
diagrama mostrando quem se alimentd de quem na
comunidade. Portanto, excetuando eventalnente os
produtores, todo organismo € predador e presa ao
mesmo tempo (usualmente de diferentes espécies).
Nosso objetivo neste trabalho é descnvolver um modelo
matemético para a relagdo presa-predador, 0 que serd
levado a efeito no préximo pardgrafo.

Tentaremos seguir 2 risca as etapas ji anterior-
mente apresentadas e discutidas quando da tentativa de
elaborar modelos, quais sejam os processos de filtragéo,
solugdo, tradugdo e colagem. (Ver Biomatemdrica:
Métodos e Objetivos, do thesmo autor na revista TEC-
NOLOGIA, publicada pela Universidade de Fortaleza-
UNIFOR, no. 11, p4ginas 09 a 17, de 1990).

UM MODELO PARA A RELAGAO PRESA- PRE-
DADOR

Consideremos duas espécies de animais o e f
onde uma se alimenta da outra, digamos P se alimenta
de o. (B e o poderiam ser réspectivamente raposas €
coelhos, por exemplo). Dadas as taxas naturais de cres-
cimento e as taxas resultantes da interagdo das duas
espécies, o que se pode dizer sobre seus crescimentos
populacionais?

Como € de conhecimento geral, equagdes diferen-
ciais s3o 6timos utensilios para descrever a mudanga de

uma dada vari4vel no decorrer do tempo. Dai porque
nosso modelo serd baseado nestas equagdes.

Por simplicidade, vamos assumir que a populagéo
de o s é o suprimento total e Unico da populagéo B.
Agora, se x(t) denota o nimero de individuos o no
tempo t e ndo existem P’s para cagd- los, a taxa de
crescimento da populagio de o’s serd proporcional,
podemos supor, a0 nimero existente, isto €,

Lo x o L= ax (1)

A constante de proporcionalidade A que aparece
em (I) é uma medida da prolificidade da espécie o, e
visto que ndo h4 B’ s para diminuir seu nimero popu-
lacional, segue-se que A € positivo.

Por outro lado, se y(t) é o niimero de 3’ s no tempo
t e ndo existe o’ s para comer, entdo os 3’ s tardardo por
se exterminar numa taxa de decrescimento popu-
lacional proporcional ao niimero dos mesmos, isto €.

Doy 5 2o op

e it Y (11)
Por consideragdes completamente andlogas, D €

uma constante positiva que mede o qudo rdpido a popu-

lagdo P desapareceria na contigéncia de ndo existir o

para lhe suprir energia.

Agora, uma vez que o niimero de o’ s que serdo
devorados pelos B’ s é proporcional ao nimero de
encontros entre predador e presa e este nimero de
encontros ¢, de conformidade com a cstatistica, propor-
cional ao produto xy, temos que o nimero de &’ s que
alimentardo B’ s é proporcional a xy, isto €, a taxa de
variagao da populagdo o ndo poderd ser representada
somente pela equagio (I) j4 que devemos acrescentar
uma parcela perturbadora decorrente da queda popu-
lacional resultante do ataque dos predadores, a relagdo
ficaré entdo:

dx
ar Ax - Bxy (I

e, raciocinio similar transforma (II) em

d
;ﬁ = Cxy - Dy W)

{
onde A,B,C e D sdo nimeros reais positivos. Nosso
modelo consiste assim de sistema de equagdes diferen-
ciais, mais precisamente o sistema

dax = (A-By)x
dt
dy _ V)

que é usualmente denominado de Equagdes Diferen-
ciais Presa-Predador de Volierra-Lotka, uma homen-
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agem 2 aqueles que primeiro se preocuparam com o
problema.

UMA SOLUGCAO PARA O MODELO

No sentido de cumprir a segunda etapa do processo de
modelagem, precisamos entender o que encerra o
sistema (V) que, neste trabalho, chamaremos de sistema
V-L. Para isto. observemos inicialmente que

dx A

ar 0 - x=0o0uy= B 4%))
dy _ - =D

it 0 - vy 0 ou x o (VD)

e, entdo, vamos dividir o primeiro quadrante em quatro
subquadrantes por meio das retas y=A/B e x=D/C para
obtermos uma soluggo de (V), como é nossa pretensio.

Precisamos observar em quais subquadrantes as
taxas de variages de o e f§ sdo positivas e negativas,
dado que isto acarretard no crescimento ou decres-
cimento de cada uma das populagdes em considerago.
Notemos que:

(—IX>0 —)C-—D—> Oeé—B< 0 ou
dx x y

D A

C-=< 0eZ-B>0 (VIID)
x y

jdque, do sistema V-L facilmente obtemos que

dy  (Cx-D)y
dx = (A-By)x (IX)

De (VIII) temos que

dx> 0 -x c¢Y< gou

D A
x < C ey> B X)
ou s¢ja, y € crescente como fungdo de x nos
subquadrantes Ile IV. (XI)

De modo completamente semelhante, podemos
concluir que y € decrescente em relag3o a x nos
subquadrantes I e IIL (X1

Por outro lado, (IX) pode ser reescrita como

dy _ C—(D/x)

_ imolicacs
dx= (Aly)-B e desta temos as implicagGes

%dy—de—Cdx+ gdx= 0

que, integrando, nos forece

Alny -By -Cx + D In x = constante
ou seja,

By-In yA + Cx - In xP = constante

de onde, obtemos entdio

By D
e X
£ = k. 2_ (XV)
yA er

onde K € uma constante positiva.

No sentido de facilitar nossos futuros célculos,
facamos

o) Cid ®) Esl
Y = € X X) =
yA er

(XVD)

Cabe notar que, para cada constante K positiva; a
curva solugdo que estamos a buscar é dada por Y=KX,
e para obté-la, necessitamos estudar as fungdes Y(y) e
X(x), o que significa, para efeitos préticos, esbogar seus
gréficos. Para tal finalidade, comecemos observando
que

BeBy.yA —A A-1 By

rp) = e (XVID
y
€ consequentemente
Y y)=0->y=A/B XV
Note que (XVII) pode ser escrita como
s B A
re) = 8 &~ D (XIX)
¢ desta segue-se que
t AR B A
Y'(y) = Be® (;; - yA+1) + &,
-AB A(A+ 1
°(A+l + (A+2)) (XX)
y y

de onde facilmente se tem Y*’(A/B) > 0 garantindo que
Y(y) tem um minimo em y=A/B.

% =0 -ox= D/C (X De (XVI) temos as informagdes
4 limY(y) =ec e lim Y(y)=co as quais, assim, nos
Td‘x‘iz o y= A/B (X1IV) y oo y=0
dao condigdes de esbogar o grifico de Y(y):
e Também a equagao
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e simples matéria de célculo fomece X’ (DAC) < 0,
* informando-nos que X(x) tem ponto de méximo em
Y x=D/C. Além disto, de (XVT) temos 1 i m X(x)=0e como

X —po

X(x) passa na origem, o gréfico de X(x) é:

1

x{
]
'
E
A/B —>
Y
Figura 02 — O Grdfico de Y(y)
Por outro lado,
D-1 Cx _ ~Cx D b/c
X' (x) = Dx .€ e Ce”" . X (XXT) x
¢ Figura 03 - O Grdfico X(x)
edai X’ (x)=0 —-x=D/C XX

E com estes graficos em maos, podemos esbogar o gréfico-solugdo Y = KX, que € 0 nosso objetivo:
1\ Y

x ¥

D/C

x

Figura 04 - Método para obter a curva-solugdo do sistema V-L
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Entdo, uma curva-solugfo tipica das Equagdes
Presa-Predador V-L € dada pela figura abaixo, usual-
mente chamada Curva do Equilibrio Ecolégico:
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Figura 05 - Curva do Equilibrio Ecoldgico

Realizemos uma andlise da curva do equilibrio
ecolégico: considerando o arco FG no subquadrante IV
temos xT eyT isto & ficil de perceber, pois se x cresce,
maior é o niimero de presas disponiveis, o que faz com
que o nimero de predadores y cresga até que chegamos
a0 ponto G, que € quando o nimero de presas comega
a decrescer devido a enorme quantidade de predadores
existentes, os quais continuam a crescer em nimero até
que o ponto H é atingido, quando os predadores
comegam a diminuir devido 2 queda da populagio de
presas, que continua a cair até atingirmos o ponto M,
caracterizado pelo inicio do crescimento numérico de
o’s , consequéncia direta do fato de existirem poucos
predadores, os quais continuam a decrescer até que o
ponto F é alcangado, onde os B’s, comegam um cres-
cimento acarretado pela abundancia de presas, e o ciclo
reinicia novamente...
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Figura 06 - Comportamento Populacional do Sistema Presa-Predador

Como podemos notar, o resultado € uma série de
flutuagdes em densidade, tanto do predador como da
presa, com uma importante e caracteristica defasagem
no tempo.

VERIFICACAO DO PROCESSO DE COLAGEM

As conclusées do modelo matemético para o
sistema presa-predador foram, e ainda sdo, anplamente
verificadas na pratica. Em diversos estudos obser-

vacionais realizados, os gréficos obtidos para o nimero
de presas, bem como para o de predadores, mostravam
a caracteristica periodicidade prevista pelo modelo
elaborado. Em um destes estudos, realizados durante
um intervalo de noventa anos no territério canadense, a
relagdio entre o lince e a lebre foi pesquisado e o gréfico
obtido vai apresentado na figura abaixo, deixando trans-
parecer a eficiéncia do modelo matemadtico justo con-
feccionado.
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Figura 07 - Flutuagdes das populagdes de LINCE e LEBRE em um
ecossistema canadense. A linha continua representa a densidade de
lebres e a sombreada se refere & populacdo de linces. No eixo
vertical, temos o nimero dividido por mil. (Redesenhado de
MACLULICH, D. A. - Univ. Toronto Studies, Biol. Ser., no.
43,1937)

DISCUSSAO

Em um sistema predador-presa estével, a predagio
¢é geralmente decidida utilidade para a populagdo de
presas, apesar de ser destrutiva do ponto de vista indi-
vidual. Este fato, de crucial importancia na estabilidade
dos ecossistemas, € muitas vezes esquecido, principal-
mente por aqueles que acham os parasitas repngnantes
e classificam os predadores de criminosos que precisam
ser exterminados. Quando invadimos a relagio natural
predador-presa com nossas nog¢des artificiais de amparo
e justica, enfrentando os inimigos dos mais fracos,
matando os predadores para proteger as presas, 0s re-
sultados destas agdes s frequentemente inesperados e
desastrosos. Um exemplo cldssico de tal investida ocor-
reu no Arizona, nos Estados Unidos; 14, em uma regido
chamada de Kaibub Plateau, existia, antes de 1907, uma
populagio estivel de veados que girava em tomo de
4.000 individuos. Tal mimero, com seus caracteristicos
aumentos e decréscimos, assim se mantinha gragas, em
parte, 2 agdo predatéria de lobos e pumas que viviam na
mesma comunidade. Observava-se que a populago dos
veados era muito inferior 3 capacidade de vegetagio
ofertada pelo plateau, o que levou o governo e os
moradores a, em um esforgo em conjunto, matar os
inimigos dos veados, no caso os predadores lobos e
pumas, o que foi levado a efeito entre 1907 a 1923. O
resultado foi que por volta de 1925, o niimero de veados
aumentou para mais de 100.000, o que estava muito
além da quantidade de alimentagio vegetal que a 4rea
dispunha, consequenciando numa devastagdo sem pre-

74 DEZEMBRO/92

REVISTA TECNOLOGIA



cedentes de toda aregido, e nos dois anos seguintes mais
da metade dos veados morreu por falta de nutri¢do, com
a populagio em forte declinio ainda por muitos anos.

O problema foi que, ao perturbar o sistema veado-
lobo/puma, um enorme distirbio também foi causado
no outro sistema planta-veado que, devido a explosdo
populacional dos veados, sofreu um desequilibrio com
rompimento da estabilidade anteriommente existente e
houve, desta forma, muito mais mortes dos veados que
com a existéncia com os pumas € lobos...

Fomos felizes que, com uma 1inica aproximagao,
conseguimos um modelo que fornecesse o compor-
tamento de um sistema presa- predador, confimado de
boa qualidade pelas observagdes jd realizadas em todo
o mundo. De quebra, ganhamos visdo no que se refere
ao equilibrio com que a natureza se perpetua. Conse-
quéncias catastréficas poderd causar o homem com
agdes perturbadoras e ignorantes t30 comuns neste
século de aberrantes e tristes contradigdes.
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