DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAGCAO LINEAR GERAL
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Neste artigo, procuramos mostrar e ilustrar com exemplos uma maneira robusta de
converter um Problema de Programagado Linear geral na forma restrita necessdria para aplicar-

mos o Algoritimo de Karmarkar.

Abstract

This article shows and gives examples of a robust way to convert a general Linear
Programming Problem into the restricted form needed do apply the Karmarkar’s Algorithm.

1. INTRODUCAO

Solucionar um Problema de Programagio Linear
(PPL) consiste em minimizar (ou maximizar) uma
fungdo linear (fungio objetivo) de fomna que atenda a
um sistema linear de igualdades ou desigualdades. De
uma maneira geral, um PPL pode ser representado da

seguinte forma:
minimizar c'x
sujeito a Ax2 b
xz 0

Para se aplicar um método de resolugdo genérico
¢ necessdrio colocar 0 PPL em uma forma padrao. Isto
acontece quando temos a seguinte forma:

minimizar c'x
sujeito a Ax=b (b2 0)
x2 0

que € feito através de trocas de sinais e adigbes de

varidveis artificiais a partir do modelo inicial. Neste

ponto, aplica-se o método de resolugdo e encontra-se a
solugdo 6tima, se existir.

Até ha bem pouco tempo, o unico método de

resolugdo eficiente disponivel consistia no Método
Simplex. Este percorre todos os vértices do conjunto de

solugbes vidveis do problema até encontrar uma
solugdo procurada e comprovadamente é de complexi-
dade computacional exponencial em relagdo ao niimero
de varisveis.

Na tentativa de encontrar algoritmos de complexi-
dade polinominal, grandes esforgos concentraram-se
cm uma outra cstratégia que busca a solugfo Otima entre
os pontos interiores do conjunto de solugdes vidveis. O
estudo dos Algoritmos de Pontos Interiores culminou
com o Algoritmo Projetivo de Karmarkar.

2. CONVERSAO PARA A FORMA RESTRITA

Com boas qualidades tedricas e préticas, este al-
goritmo consiste em efetuar sucessivas proje¢des do
conjunto de solugbes vidveis em alguns espagos
especificos onde sdo calculadas solugdes intermedi4rias
que convergem para a solugio 6tima. Entretanto, o
método n3o se aplica diretamente a um PPL qualquer,
e sim a uma forma restrita como descrita a seguir, onde
e éumvetor de 1’s.

minimizar c'x

sujeito a Ax =0
ex=1
x2 0
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além de ser necessdrio satisfazer as duas condigbes
abaixo

- (1 1 :
(Al)OpontoxO = (n ,...,n), onde n € o nimero

de linhas de x, € vidvel no problema

(A2) O valor minimo da fungio objetivo no problema
é zero

Em [3] mostram os uma forma muito particular de
como fazer a convers3o de um PPL para a forma restrita
de Karmarkar. Porém, existem maneiras mais robustas
de efetuar esta tarefa. Inicialmente, considere um PPL
jina forma padrio

t

minimizar cx
sujeito a Ax=b
x2 0

onde A dumamatrizm xnex=xjy,..., x,. NOSso primeiro
passo é limitar o somatério das componentes de x. Seja
Q este limite, entdo.

ZXiS Q
i=1

A constante Q é detenminada por consideragbes de
viabilidade e otimalidade. E desejivel um valor
pequeno, mas no pior caso temos Q = 2F, onde

L= [1+log(1+ m]+ [1+ log(1+ n)l+ 3,

{1+ pog 1+ 1cid+ 2, X {1+ [log(1+ 1a31)1}
i j

+ 3 {1+ [log(1+ 151}

uma constante muito utilizada em Pesquisa Opera-
cional.

Esta restrigdo € adicionada a0 PPL j4 homogeni-
zada através da utilizagdo de uma varidvel artificial.
Temos

minimizar c'x

sujeito a Ax=b
eX+Xp+1=Q
x2 0,x44+172 O

Para homogenizar o restante do sistema, utili-
zamos uma nova varidvel artificial de valor 1. Temos

minimizar c'x

sujeito a Ax -bxp4+2=0
eX+ Xp+l +Xn4+2=Q+1
Xps2=1

x2 0O,xn+l12 O
Por fim, para homogenizar a restri¢do xp+2 = 1,
adicionam os uma outra restrig3o considerando
ex + xp+1 = Q. Temos
minimizar c'x
sujeito a AX —bxp+2=0
ex+Xn+l - Qxn+2=0

eX + Xn+l +Xn+2=Q + 1
x2 0,xp4120,x24220

O passo seguinte é tornar o somatdrio das
varidveis igual a 1. Isto € feito utilizando-se a seguinte
transformagio

xi=(Q + yi

ondei=1,..,n + 2. Apés isto, temos
minimizar cly

sujeito a Ay -byn+2=0

1y + yn+1-Qyn+2=0
1Yy + Va4 1 + Yna2=1
y2 O,yn+1 2 O, yn+22 0

Para completar a convers#o, falta-nos apenas ga-
rantir as duas restrigdes (A1) e (A2).

A restricdo (A1) serd satisfeita se utilizarmos de
uma nova varidvel artificial com coeficiente na fungfo
objetivo igual a uma constante M e coeficientes nas
restrigdes com valores tais a tornar 0 ponto
01 ecaynt3) = (g oenmig), vifvel no
problema. Isto ocorre quando os coeficientes nas re-
st;:('fﬁes totalizam zero. O valor de M € de magnitude
2°D) ou seja, um valor muito grande que tomar4 yn+3
igual a zero na otimalidade. Com isso, nosso problema
tem a seguinte forma
'y - Myass
Ay ~bypez~[Al'~blyns3=0
1y + Yae1~Qynez-(n + l-Q)yua-O

1y + Yas1 4+ Yne2 + Yaes=1
yiz 0i= 1l..,n+3

A restrigdo (A2) pode ser evitada através da utili-
zago de uma técnica chamada funcfo objetivo desli-
zante[1]. Ela técnica trabalha com um intervalo de
busca para o valor 6timo da fungfo objetivo e utiliza
bisegdes para aproximar-se do pomwo observando a
variacdo da fungdo potencial.

minimizar
sujeito a

3. Exemplos

1. Considere o seguinte PPL

minimizar
sujeito a

X7 +X2
3x;+2x2=6
x1,x22 ©
O valorde L € 14 e no pior caso terfamos Q = 214
= 16.386. Mas se analisamos o sistema, veremos que o

valor de Q nfo ultrapassa 5 e este € o valor gue iremos
usar.

minimizar
sujeito a

X1 + X2
3] +2x2-6x4=0
X1+ X2+Xx3-5x4=0
XI+X2+X3+x¢4=6
x1,x2,x3,x¢42 0

Fazendo xi = 6yi, temos

REVISTA TECNOLOGIA

DEZEMBRO/S2 61



minimizar
sujeito a

yi+y2
3y1+2y2—-6y4=0
y1+y2+y3-5y4=0
yI,+y2, +y3, +y4=1
1, 2, y3, 542 0

E, por fim, se admitimos M = 2100, temos a forma final

y1 +y2-2%y;
3y1+2y2-6y4+ys=0
y1+y2+y3—Sys+2ys=0
yi+y2+y3+yqs+ys=1
vl,y2,vy3,v4,y52 0

2. Considere o seguinte PPL

minimizar
sujeito a

minimizar X7 +X2
sujeito a 2x7+3x2s 7
X;]—-2x2< -3
x1,x22 0
Colocando na forma padrdo
minimizar X7+ X2
sujeito a 2x1+3x2 +x3=7

X7 +2Xx2+x4=3
X1,X2,X3,X¢,2 0
O valor de L € 24 e no pior caso teriamos Q = 2%
Mas se analisarmos o sistema, veremos que o valor de
Qndo ultrapassa 10 e este € o valor que iremos usar.
minimizar
sujeito a

X7 +X2
2x7+3x2+x3-Txg=0

—X7 +2X2 +X4-3x6=0
X7 +X2+X3+ X4+ X5~ 10x6=0
X1 +X2+X3+Xg+X5+x5=11
x1,x2,x3,x4,x5,x6,2 0

Fazendo xi = 11y;, temos

yr+y2
2y1+3y2+y3-Ty6=0
=y1 +2y2 +y4 -3y6=0
Yi+yz+ys+ys++ys— 10ys=0
yI+y2+y3+yqs+ys+ys=1
yl,y2,y3,y4,y5,y62 0
E, por fim, se admitimnos M = 2'™ emos a fomna final
minimizar yi+y2— 2100y7
sujeito a 2y1+3y2+y3—-Tye +y7=0
Y1 +2yz+y4—3ys +y7=0
YI+y2+y3+ys+ys—10ys+ Sy;=0
YI+Y2+Yy3+y4+ys+ys+yr=1
yi,y2,y3,y4,y5,y6,y72 0
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minimizar
sujeito a
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