CASCAS CILINDRICAS
) Benedito Torquato de Oliveira
Resumo

O presente artigo, objetiva de maneira diddtica, mostrar as dedugdes das equagoes de equilibrio
para o cdlculo dos esforgos que se desenvolvem nas cascas cilindricas através da Teoria de Membrana.
Feito isso, faremos algumas aplicagoes de ordem prdtica.

Abstract

The present article, has the objective to deduce with a didactic way the equilibrium equations to
the calculation of strains in the membrane of cylindrical shells. We will make aplications in the practice
order.

1. CONSIDERAGOES PRELIMINARES.

Na montagem das equagdes de equilibrio de uma casca, cuja superficie média ¢é cilindrica, submetida a
esforgos externos, iremos sempre supor o0 que se segue:

(a)

(v) y
g ) K
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a) O sistema de eixos triretangular é tal, que o
eixo dos X coincide com a geratriz (G) da
superficie média da casca, o eixo dos Y
tangente a curva diretriz (D) ou se¢éo normal
e o eixo Z evidentemente normal a superficie
média. Fig. 1 (a).

b) Um elemento infinitesimal da casca, sera de-
terminado por duas geratrizes proximas e por
duas curvas diretrizes perpendiculares ao
eixo dos X. Fig. 1 (a).

c) A posigdo desse elemento fica perfeitamente
definida, através da coordenada X e do an-

gulo ¢. Fig. 1 (a).

d) Nxé a esforco normal por unidade de compri-
mento, que atua na diregdo do eixo dos X, ou
seja, na dire¢ao da reta geratriz. Fig. 1 (b).

€) Ng ¢é o esforgo normal por unidade de compri-
mento que atua na dire¢do do eixo dos Y, ou
seja, na direcdo da tangente a curva diretriz.
Fig. 1 (b).

f) Nox e Nxo sdo esforgos tangenciais por
unidade de comprimento que atuam nas
diregdes X e Y respectivamente, ou
seja, atuam em planos normais a super-
ficie e que contém a reta geratriz e a
curva diretriz. Fig. 1 (b).

g) X, Y e Zsdo as componentes da carga ex-
terna que atuam na casca por unidade de
superficie nas diregdes dos eixos X. Y e Z
respectivamente. Fig. 1 (b).

h) A equagao da superficie média ifa casce. ¢ a
equagao da curva diretriz num plano paralelo
ao YOZ e serd:

z="fy
X = Cle

s80 os raios de curvatura principais da super-

ficie média da casca. (Para o sistema de eixos

XYZ adotado, a torgdo da superficie na

origem é nula, ou seja:

o’z B _82_2 _0

Oxdy  dydx

i) A espessurada casca € muito inferior ao raio
de curvatura Ry = R para que se possa
desprezar os efeitos da flexdo.

k) A casca sera sempre apoiada ou engastada
em planos normais as geratrizes (timpanos)
com bordas laterais livres, sem viga de re-
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forco. Nestes bordos as tangentes & diretriz
serd sempre vertical, Fig. 1 (a), porém, se pre-
cindirmos destes timpanos e apoiarmos a
casca cilindrica através de suas geratrizes ex-
ternas, nao permitindo a livre deformacgéo da
mesma, surgirdo esfor¢os de flexdo importan-
tes, amenos que sua diretriz coincida comalinha
de pressoes, conforme veremos adiante.

2. EQUAGOES DE EQUILIBRIO

Considerando o equilibrio do elemento infini-
tesimal indicado na Fig. 1 (b), a Estatica nos for-
nece:

a)Y, Mz = Nx¢ (Rdg)dx — Nox dx R d¢ = 0
"« Nxo = Nox (1)

- INx INox
b)ZFx_(Nx+ax « dx ) R.do + (Nex + Fot

.Rdy) dx — NxRdp - Nexdx+x(Rdg)dx = 0

que simplificando, vem:

d Nx 1

x "TR" o9

INx¢@
99

.R.dp-Nopdx-NxoRde+¢(Rde)dx =10

c)ZFy:(N(p+a—ar\:—;g.d<p)dx+(NX(p+

dx) .

que simplificando, vem:

.1 Ng Nx¢
[ ] R . a(p + a(p - '—y ............... (I“)
d)2F2=(N<p+a—gj§dcp)dxsend<p+(Nx<p+aa%dx).

.Rd(psen%p—waRdwsen%+z(R.d(p)dx=0

que simplificando e eliminando os infinitésimos de or-
dem superior, vem:

e NG = =RZ (V)

Integrando as equagdes de equilibrio II e 1ll, ter-
mos como resultado:

N
Nx¢=—J(y+1R.a—agL)dx+c1(¢) ......... (V)

1 oN
Nx:—J(x+ﬁ.a—§x)dx+C2(<p) ........... (v

c1 (@) e cz2 (@) sao fungdes somente de ¢ e séo de-
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terminadas através das condigdes particulares de
contorno da casca, ou seja, das condig6es de apoio
dos bordos. As equagdes (IV), (V) e (VI) resolvem o
problema das cascas cilindricas para os casos sim-
ples de carregamentos.

Note-se que nos bordos laterais sem viga de
reforgo, deve-se ter N = 0 (bordo livre), Fig. 2 (a) logo,
tal condicao pela equacéao (IV). sé é possivel quando
Z =0, Fig. 2 (b).

(®)

Figura - 02

50

Conclui-se entdo, que o célculo das cascas cilin-
dricas como membranas e com as hipéteses adotadas,
s6 é vdlido quando a tangente ao bordo lateral for
vertical, ou ainda para o caso de carregamento externo
cuja componente Z seja nula no bordo lateral livre, ou
seja, no caso em que a tangente a diretriz coincida com
a linha de pressdes do carregamento, conforme vere-
mos adiante.

(a)
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Agora, nos resta observar que Ngx ndo se anuia
nos bordos laterais laterais livres, sendo necessdério se
calcular armadura de tragao dispostas ao longo desses
bordos, capaz de absorver os citados esforgos.

O funcionamento da casca como membrana,
praticamente ndo serd pertubado se projetar um
pequeno aumento na espessura dos bordos de aproxi-
madamente o dobro da espessura da casca e nunca
inferior a 15cm, numa extensdao de 1m. para cima,
conforme Fig. 03, com finalidade de abrigar a armadura

de combate aos esforgos Nex.

1.00m

2e

(a) 2 15¢cm (b)
Figura - 03

A intensidade da forga de trag@o T, numa segao

de abicissa x > % provocada por Ngx e desenvolvida

na armadura, sera:

dT = | Neox | dx
T=JJ I Nox | dx , para ¢ = 90° (Vi)
X
4
x>€/2 | dx }
Timpano T
) \ Timpan
P i
// d
7" Nox
)4 — L — ‘l X
s A 1/]
7 A
;é] i'dTI |
: |

{ (Tirante)

Figura - 04

Determinados os esforgos Nx, N¢ e N¢ x para 0s
diversos pontos da casca e pelas suas coordenadas x
e ¢, parte-se para a determinagao dos esforgos, princi-
pais e suas orientagdes em cada um dos pontos acima
referidos, mediante as formulas ja conhecidas da re-
sisténcia dos materiais: o
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2.Nox

929 = " No

N1=ﬁ’%N‘9+—;- N (Nx— Ng ) + 4 N
N2=NX—;M—%.\/(NX—N¢)2+4N¢ZX
Nex (max) = N‘—Eﬂg

com esses esforgos, procede-se entdo, o dimensiona-
mento.

3. APLICAGOES PRATICAS.

a) Cilindro circular de raio a e vao L, cheio com
um liquido de peso especifico y e apoiado nas
extremidades. Fig. 05.

of

—_—

(@ |
Figura - 05

Tem-se
R=a
X=Y=0
Po = pressao no eixo do tubo.
P = pressao no ponto P da superficie do tubo.
P=yh =y(@a-acos¢) = Po — ycos ¢
Z=-P=-Po+yacos¢ -
substituindo-se na expressao (IV),' vem:

No = - a(‘Po + yacos¢)

"« N¢ = Po.a — ya® cos ¢ ‘ (a)
oNo 2

e — = sen
30 Ya Y

A equagdo ( V) fornece:

X
Nx ¢ = _I (o+la.yazsen<p) dx + ¢1(9)
. o - o

Nx(p.=—ryasen gdx=—vasengx+ci(9) (b)
0
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m—— acos¢gx +
a(p = ‘Y ¢

A equagdo (VI) fornece:

de1 (@)
de

)]dX+02(<P)

r 1 dci(9)
Nx = — +—. (- pL9)
X o[o (-yacosyx

simplificando a expresséo acima, teremos:

1
2

dct1 (1)
de

As fungbes C1( @ ) e C2 ( ¢ ) sdo determinadas a
partir das condigdes de contorno dos bordos. Supondo
que nao existe forcas Nx nas extremidades do cilindro,
vem:

Nx = ycos<px2-—§. +c2(9) (c)

ParaX =0, temse Nx=0
a equagdo (C), fornece: C2 (¢ )=0

Para X = L, tem-se Nx = 0 e, novamente a equagio
(C), fornece:

_1 2 L da(e)
O—2ycosq>.L 2" do +0
1 dci(g¢) 1ylLcoso
llao d(p -— 2
dci (@) _ yal
" Tde T 2 cos @

L
01((p)=-7—;—sen(p+ c

Levando aexpressaoacimanaequacao (b).vem:

ayL
Nx¢ = - yasengpX + > seng + C

Na expressao acima, conclui-se que C representa
esforgos Nx¢@ uniformemente distribuidas ao longo das
segdes transversais e longitudinais, como se o tubo
estivesse submetido a uma torgao. Como por hipétese,
nao existe tor¢do no tubo, deve-se tornar C = 0 e
finalmente, as equagdes a, b e ¢, fornecem:

Ne = Poa — ya®cosy
L
Nxog = ya(E - Xx)sen¢

Nx=-—27- x (L-x)cos ¢

b) Casca cilindrica semi-circular de raio a, em
balango de vao L, submetida a a¢do de seu péso
préprio g por unidade de superficie. Fig. 06.
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Figura - 06

Para este caso, temos:

R=a

X=0

Y=gseno

Z=g.cos¢

A equagao (IV), fornece:

No=-a.g.coso (d)
INe
¢

A equagéao (V) fornece:

=a.g.sen¢g

Nxg = -r (gsen(p+%.agsencp)dx+c1((p)
o]

Nxy=—2gseng x + ¢1(¢) (e)

Tomando-se a origem das coordenadas no centro
do balango de vao L e admitindo-se as mesmas con-
digdes nos bordos extremos x = + L/2 pode-se concluir
que por razbes de simetria quando x = o, tem-se
Nx ¢ = 0e aexpressao (d ) fornece:

c1(9) = 0, logo:

Nxg = -2gseno@x

dNxo
99

substituindo-se a expressao acima na equagao (VI),
vem:;

=-2QgCcospXx (f)

Nx = — j[0+;(—29008(px)]dx +c2(9)

N | 2
..Nx_a.29cosq>2 +c2(9)

Nk o % ‘ 2(0)
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N

Agoraparax=* = , tem-se Nx = o.

2

4a
cz(phi):—ciii:—l-'ic)
Nk = g.cos X g.cosq)ch)
a 4a
coNx = - B0 (12 - 4 (9)

As expressdes (d ), (f)e (g) resolvem o problema.

c) Cascacilindrica semi-circular de raio "a" e vao
"L", apoiada nos timpanos, submetida & ag&o
do peso proprio "g” por unidade de superficie.

Timpanos w
Bordo >x
T4 T
\
4
Figura -7

No caso em aprego, teremos:

R=a

X=0

Y=gsenqo

Z=gcos¢

que substituindo-se na equagéo (IV), vem:

Np=-agcosq (h)

. INg
"0 agseng

A equagdo ( V), vem:
!
Nx¢ = — fx[g.sen(p+g(a.gsen<p)]dx+01((P)
o

e Nxg = - rZQSen@dx+c1(®,)
o}

o Nxg = - JXQQSen(px +C1(9)
[¢]

Por razbes de simetria, teremos Nx¢ = o para
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X = % , qQue substituindo-se na expressdo acima,

teremos:
o=—2.g.sen<p.—12'- +Ci(9)
<« Ci(p)=g.L.seng

logo. para Nxo , teremos:
‘. Nx(p)=-2gsen¢p x + g.sengl

"« Nxp = gsen¢ (L-2x) (i)

. ONxo
 The .
substituindo-se a expressao acima, na equagao (VI),
teremos:

=g.cos@(L-2x)

Nx=—r{o+-;—[g.coscp(L—2x)]}dx + c2(9)

0

_ g.L.cos<px+gcosq> 2

. Nx = a a X +c2(9)

Admitindo-se que Nx = 0, para x = 0 € X = L, conclui-se
que:

C2 (9)

logo:

Il
o

- g.cos¢x
a

. Nx = (L=-x) (i)

As equagdes ( h), (i) e (]), resolvem o problema.

Quanto a forga de tragdo T nos bordos, em um
ponto de abicissa {x >~~{L} over {2}} a equagao (VII)
nos fornece:

T = [LINX(pI dx =J-Lg.sen(p(L—-2x)dx
X X

Para ¢ =90° vem:

T = vng(L—Zx)dx =g.(L-x)x
X

a forga de tragdo maxima, ocorrera no centro do vao,
cujo valor é:

2
Tmax = 9—4—L—

A armadura para combater este esforgo de tragao

numa sec¢do de abicissa x, sera:
- _g9 2
As—fyd-fyd(Lx X°)

Como se observa na expressdao acima, a ar-
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madura de tragdo diminui até se anular nos timpanos
de apoio. A armadura maxima, ocorre no centro do

2
bordo (x = L/2) e seu valor serd As = gL; Os ferros

que sobrando ao absorver estes esforgos de de tragéo,
podem ser dobrados a 45° para o combate as tensdes
de cizalhamento provocadas pelo esforgo Nyx.

Sk ~ Six

Vértice

Timdano
H
ES

Figura - 08

Finalmente deve-se verificar as tensdes de cizalha-
mento pela férmula:

_ (Nex)Méx  2gL

4
= = <
Tméx 100 . e 1006 = 15 kgtzem

onde "e", é a espessura dacasca.(6cm< e <
8cm).

d) Cascacilindrica semi-circular de raio "a" e vao
“L", apoiada nos timpanos, submetida & a¢ao
de uma sobrecarga vertical "P* por unidade
de proje¢ao horizontal.

Figura - 09

teremos:
qds = P ds cos ¢
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x

«" qds = P cos ¢

logo:

R=a

X=o0

Y=qseng = P sen ¢ cos ¢
Z=qcosq = P cos?¢

Substituindo-se os valores acima na equagéo (IV),
vem: :
Ne = - a P cos’ (k)

Ng
o¢

que substituindo-se na equagéo ( V), teremos:

= 2P.acos¢sen¢

qup:—f(P.sencpcos«p+%2aPcosq)sen(p)ax+01(q))
(4]
Nxo =-r 3Psengcospdx+ci (@)

o

Nxg = - —g— sen2¢9Px + c1(9)

Por simetria tem-se Nx¢ = o para x = L/2, e a equagéo
acima fica:
3

L
°0=3 sen 2(pP2+C1((p)

C1((p)=% sen 2¢9PL

logo:

3 3
N<px=——ésen2<pr+zsen2<pPL
. __3 _L
«"« Nox = 2sen2(pP(x 2) (n
ONex 3 _L
a(p- 2P(x 2)20052<p
%‘?:—3P(x—%)0032¢

substituindo-se a expressao acima na equagéo' V1),
teremos: :

Nx.—_-r {o+%[-3P(x-%)C0$-‘2(P ]}dx+cz(q>)

o

3P

Nx =] == (x —%)cos 2¢dx + c2(@)

o
Nx;g%coszwx'dx—isP%coschdx'-rcz(ﬂP)
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_3P ¥ ol
Nx = a cos 2 ¢ 2 —3P230032(px+cz(q>)

Nx=g—:cos2cp(x2—Lx)+cz((p)

Nx = SPCS2@ 3 (0 1) 4 co(o)
2a
Admitindo-se que Nx =0, parax=0ex =L, vem:
Cz9) =0
3
Nx-ZaPcos&p(x—L) (m)

As expressoes (k), (L) e (m), resolvem o problema.

A forca de tragdo nos tirantes de bordo em um ponto do
bordo de abicissa x, serd dada pela equagao (VIl), logo:

T=JLle(pldx=JL gsen2(pP(x—£)dx
X x 2 2

T=§Psen2<pj'L (x—L) dx
x 2

2
T=%p sen 20 [(L2;x2) _ L(L2—x)]
T=%Esen2(p[L2—x2—L(L-X)]
TstPsen2<p{(L—X)(|- x)-L(L-x)]
T=%Esen2(p(L—x)(L—x—L)
T=%Esen 29 (L -x)x

para ¢ = 90° (bordos)

3P
T= 2 (L - x)x

4. CONSIDERAGOES FINAIS

O célculo das cascas admitidas neste trabalho,
tratamos segundo a Teoria de Membrana, s6 tem vali-
dade, quando a casca tiver diretriz com tangente verti-
cal nos bordos (Z = 0) e ainda mais, sem vigas de
reforgo (Bordos livres). Quando estas condigdes nao
forem obedecidas, surgirdo esforgos de bordos, cujo
combate se faz através de vigas de reforgo nos bor-
dos laterais. (Fig. 09). Estas vigas, ao se deformarem
provocam perturbagdes devido a incompatibilidade
de deformagdes com a casca, dando lugar a esforgos
de flexdao importantes e o calculo agora, sera produz-
ido de acordo com a teoria de flexdo das cascas cilin-
dricas. Cabe finalmente observar que s6 deve utilizar
a teoria de membrana, no célculo das cascas cilindri-
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cas, obedecendo-se as hipéteses admitidas as quais
limitam muito o emprego para vaos 6m < d <8m.
Fig. 04. Além desses limites, deve-se utilizar a
teoria da flexao das cascas cilindricas e que sera
vista posteriormente.

Note-se que poderiamos chegar as mesmas
conclusdes, partindo da equagao de fungéo de ten-
sédo ¢ de A. Pucher. conforme se segue.

& 9 ﬁ R ¥z 20 Pz

3l 0y? Ixdy axdy T ay? a2
0z 0z 9%z
=—Z+XT—+YyY T +—. xdx +
x Yoy T f

2
ng ydy (n)

Em toda superficie cilindrica com geratriz paralela ao
eixo dos X, tem-se:

X o oy
X=0(simetriadecarregamento emrelagdo ao
€ixo).

) &
N. X dx = — o}
Y '[:o 2 (o)
82
Ny = Y d
y =52 f y (p)
82
xy =-5;% (q)
substituindo-se esses valores na equagao (n), teremos:
Po & iz &
_‘2 . _: - _Z + 22 J‘ ydy
% dy o v
da equagdo (p), vem:
o y
— =Ny + d
ayg y _[yo y ay

que substituindo-se na equagao acima, fica:

Y 0%z oz Pz
Ny+] ydy) — = - z+y—+— d
(y jyo Y) ay2 Vay ayZIyoy y
que simplificando, teremos:

z
Ny = ¥z =-2Z+y %z
° 9y
Nos bordos laterais livres, devemos ter N—y =0
(Fig. 10) que substituindo-se em ( r ), vem:

(r)
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Figura - 10

Conclui-se que o célculo dos esforgos nas cascas
cilindricas pela Teoria de membrana, sé é valido para
0 caso em nos que bordos livres a tangente a diretriz,
coincida com a linha de pressdes do carregamento q.

0z

— = tw = oo,
ay
ou seja, a tangente nos bordos, obrigatoriamente sera
vertical. O célculo pode ser efetivado através das

equagdes (0), (p), (9) e (r).

Quando a componente Y = 0 tem-se
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