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RESPOSTA A CARGA TRANSIENTE DE UM
SISTEMA COM UM GRAU DE LIBERDADE:

ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a formulagdo para a andlise dindmi-
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ca no dominio da frequéncia para sistemas unidimensionais submeti-
dos a carga transiente. A conversdo do dominio do tempo para o domi-
nio da frequéncia e o inverso sdo efetuados com o uso do algoritmo de
Fast Fourier Transform (FFT). E apresentado exemplo numérico, com
amortecimento viscoso e histerético. O resultado é devidamente co-
mentado.

ABSTRACT

This work presents discussion concerning a frequency domain
formulation to study one dimensional dynamic systems subjected to
transient loads. The standard Fast Fourier Transform (FFT) algorithm
is employed to perform numerical Fourier transform and to compute
its inverse. A numerical example is presented where viscous and hysteretic
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damping is considered. Results are discussed.

1. INTRODUGAO

A resposta de uma estru-
tura submetida a cargas dinami-
cas pode ser calculada basica-
mente por duas maneiras: resol-
vendo-se a equagio de movimento
no dominio da frequéncia ou no
dominio do tempo. Quando o sis-
tema possui pardmetros depen-
dentes da frequéncia ou amorte-

cimento histerético, o procedi-
mento no dominio da frequéncia é
o mais indicado. Como exemplo,
pode ser citado o caso dos siste-
mas de interagdo solo-estrutura
nos quais as forgas de rigidez e
de amortecimento sio dependen-
tes da frequéncia.

Neste trabalho é apresen-
tada a analise dindmica no domi-
nio da frequéncia de sistemas com



um grau de liberdade submetidos a cargas ar-
bitrarias. Sao incluidas na analise sistemas com
amortecimento histerético.

2. FUNGAO COMPLEXA DE RESPOSTA
EM FREQUENCIA

Para um sistema massa-mola de um
grau de liberdade, com amortecimento visco-
S0, submetido a uma carga harménica na for-
ma exponencial, a equagao complexa de movi-
mento é dada por

mV +cv + kv = p,e’™ (1

sendo m a massa, ¢ o coeficiente de
amortecimento viscoso, k a rigidez e p, @ am-
plitude complexa da carga.

A resposta permanente, também com-
plexa, pode ser assumida ter a forma

v = Ve : ()

Onde V é a amplitude complexa. Deve
ser compreendido que o movimento real sera
dado ou pela parte real de v ou pela parte ima-
ginaria, dependendo se a excitagdo é em
€osseno ou em seno, respectivamente.

Pela substituicdo de (2) em (1) encon-
tra-se diretamente

_ Py
V_<k~m62)+ic6 3)
Ou_ B
V(co) = H(m)po 4)
Onde

_ i
H(®)= (k—mo_oz) | e )

€ a fungdo complexa de resposta em
frequéncia. Ela também pode ser apresentada
sob a forma:

I I(1-B7) - i (2EB) (6)

H
@ k (1-B)+i2ep K (1- B + 8Py

Onde f = 6/(0 eg= c/cc (com (N 2m(0) :
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A amplitude do movimento sera dada por:

p
p—fD %)

onde D é o fator de amplificagéo dinami-
ca da resposta permanente dado por

D=[(1-p)" + (22’ ®

O angulo de fase pode ser obtido
diretamente da Eq. (6) na forma abaixo:

0= arctan{ | igg > jl 9)

3. RESPOSTA A EXCITAGCAO PERIODICA

A representacdo de um carregamento
periddico (Fig. 1) em série complexa de Fourier
é dada por

p(t) — ipneinzlt (]0)

N=—w

sendo @1 = 27 T, onde T € o periodo

do carregamentoe ésua frequencua funda-
mental

p(t)

%g T,

Figura 1 Carregamento periddico arbitrario.

Na Eq. (10) P_é a amplitude complexa
da componente harmonlca de p(t) com frequén-
ciag = ng , sendo dada por

P, = - [p(he- et Can
T o

p

A resposta do sistema com carregamen-
to periddico expresso pelo Eq.(10) é a soma das
respostas decorrentes de cada uma das com-
ponentes harmdnicas da série complexa de
Fourier. Considerando as Egs. (2) e (4) para cada
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componente harménica da Eq.(10), obtem-se
aquela resposta como

v(t) = ZH(E ) )P,,e‘a“‘ (12)
onde C_l)l) = na: €
1

k—m(TJf',)HccT)n (13)

H(E)n):(

& a fungdo complexa de resposta em fre-
quéncia para a frequénciag, = ng -

4. RESPOSTA A CARGA NAO PERIODICA
ARBITRARIA. TRANSFORMA DE
FOURIER :

p(t)

Y— o,
“
-
B
=
=

Fig. 2. Carregamento transiente arbitrario

Seja a carga ndo periddica arbitraria
mostrada na Fig. 2 pela linha cheia e estendida
infinitamente nos dois sentidos, como indicado
pela linha tracejada. Carregamento assim defi-
nido é periddico arbitrario com periodo T . Con-
siderando-se agora as expressdes

('Il"ma) 2n  2m
€
P(on)=P,T,
(14b)

A Eq.(10) pode entéo ser reescrita

p(t) = —2% 2. P(w.)e (15)

n=-o

onde
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T

P(o) = fp(t)e"“’--‘dt (16)
_7%/2 a T, 4
Notar que os limites ndo sdo mais 0 e
T ,esim, - Isto ndo altera a integral
visto que os novos limites continuam abrangen-
do apenas um periodo completo.

E aparente, contudo, que o carregamen-
to repetitivo indesejavel representado pelas li-
nhas tracejadas pode ser eliminado estenden-
do-se o periodo para infinito (T —>). Isto acar-
reta , tender para zero (,—0), as variaveis
discretas ;, tornam-se continuas (, ) € Aw tor-
na-se o diferencial d, .

Em face dessas consideragoes, as ex-
pressdes de Fourier, Eqgs.(15) e (16), transfor-
mam-se respectivamente no seguinte par de
};(ayéfoga?ﬁa%‘%er: 57[P(0)]

m=—00

(7
e

P©)= Jp(oe™dt = 3[p(o) (18)
t=—0

P(y) € a Transformada de Fourier (FT,

Fourier Transform) de p(t) e p(t) &€ a Transfor-

mada Inversa de Fourier (IFT, Inverse Fourier

Transform) de P(g), S indicando FT e 3, IFT.

A Eq.(17) indica que a IFT restitue a fungao ini-
cial.

Assim a resposta no dominio do tempo
sera dada por:

v(t) = TV(Zo)e*“%Ey (19)
onde
V(o) = H(o)P(o) (20)

que é a resposta no dominio da frequén-
cia, dada pelo produto da fungao complexa de
resposta em frequéncia pela FT do carregamen-
to arbitrario.

5. CONSIDFRA(}AO DO AMORTECIMENTO
HISTERETICO

Em muitos sistemas estruturais um
modelo de amortecimento histerético € mais
adequado do que um de amortecimento visco-
s0. Isto é evidenciado por ensaios experimen-
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tais que mostram que a perda de energia por
ciclo independe da frequéncia de excitacdo. O
modelo de amortecimento histerético corrobora
este resultado, ao contrario do modelo de amor-
tecimento viscoso. O amortecimento histerético
pode ser definido como aquele no qual a forga
de amortecimento € proporcional ao desloca-
mento, mas em fase com a velocidade. No caso
de movimento harménico, a forga de amorteci-
mento ¢, entdo:

= iCkv Q1)

Onde £ é o coeficiente de amortecimen-
to histereético. A presenca do nimero imaginario
itraduz o fato de que aquela forga esta em fase
com a velocidade.

Tendo em conta a Eq.(21), a fungéo com-
plexa de resposta em frequéncia no caso de
amortecimento histerético € definida pela equa-

¢ao:
@)= 11 (=P)-iC
k(1-p%)vie K(1-p?) +(22) @)

Clough and Penzien (referéncia [2]) re-
comendam tomar o coeficiente de amortecimen-
to histerético como

§=2¢ (23)

Assim, se tera
1 1

) 1 (-F)-i9
O (S @

6. TRANSFORMADA DISCRETA DE
FOURIER

O par de FT's dadas pelas equagdes (17)
e (18) pode ser avaliado numericamente da se-
guinte forma:

P(w,) Ati e 25)

plt,) =52 gl’(f»i)em“ 26)

sendo At o incremento em que subdivi-
diu-se o intervalo total de tempo T,, ou seja,
T,=AtN, ou:
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(27)

=
I
z |3

T
t =nAt=n— 0<n<N-I
. = NAt=n— (0<n ) (28)

O intervalo de frequéncia é&,

correspondentemente, subdividido em N incre-
mentos D, expressos como:

— 27
Ao = jij— (29)

p

e as frequéncias discretas dadas por

— — 2n
®n =nA® =n—
P

Tendo em vista que

(0O<n<N-1)  (30)

Mro 1

2t N Gh

A resposta, em sua forma discreta sera
dada por:

HE PG ™ e

7. EXEMPLO

Como ilustragao considere-se o mesmo
exemplo apresentado pela referéncia [3]. Trata-
se de uma torre de caixa d'agua mostrada na
Fig. 3(a), sujeita a uma carga transiente mos-
trada na Fig. 3(b).

m = 100 Ibs%in
PL)  C— v(t)
—

p(t)

k = 100000 Ibfin 120000 tb

0.32 1(s)

Fig. 3. Torre de caixa d'agua sujeita a carga
transiente.
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Dados:

Massa: m =100 1bs /

Coeficiente de rigidez: k =100000 “/
Coeficiente de amortecimento: 0.10%

Calculo do periodo estendido (de acor-
do com a referéncia [4]):

4.605
T =——
P~ ke (33)
Onde
k 100000
= —-=J«———-= 62 /
\/; 100 3162 rd/s (34)
Assim
S04 35
P =010 3162 08 (35)

A seguir se apresentam os graficos das
respostas (Eq. (32), com o uso de FFT). O peri-
odo estendido foi aquele dado pela Eq.(35). O
primeiro grafico apresenta a resposta para o
caso de modelo com amortecimento viscoso
(aplicag@o 1) e o segundo para o caso de amor-
tecimento histerético (aplicagao 2). Trata-se o
altimo grafico da resposta obtida com os dados
na referéncia [3] (aplicagéo 3).

Niim. de intervalos no tempo e na frequéncia: 2° ou 64
1 51 Periodo estendido: T, = 1.46s

1
desl

. -

oh 0.4' \-1' 1 1.4
\} sed :

-0.51
Fig. 4. Resposta com amortecimento viscoso
(aplicagao 1).

Nuam. de intervalos no tempo e na frequéncia: 2° ou
1.5} 64
Periodo estendido: T, = 1.46s

1
des!

0.51

D\ A
W \9.{5 Nog ™ .2 14,
seg

0.5

Fig. 5. Resposta com amortecimento histerético
(aplicag@o 2).

64

Nim. de intervalos no tempo ¢ na frequéncia: 2* ou
8

Periodo estendido: T, = 0.64s

Amortecimento viscoso

desl B

0.5

oh VJ: \na \DB 0.8 1 12 1.4
seq

05

Fig. 6. Resposta obtida na referéncia [3] (aplicagao 3).

Finalizando esta se¢ao, mostram-se na
Tabela 1 os deslocamentos maximos e corres-
pondentes ordens de grandeza da parte imagi-
naria do deslocamento real.

Deslocamento Ordem de grandeza
Aplicagdes .. do deslocamento
maximo . L
imaginario
Aplicagdo 1 1.81 0.253x10*
Aplicagdo 2 1.78 0.582x10*
Aplicacdo 3 1.78 0.052

Tabela 1. Deslocamentos maximos e ordem de
grandeza do deslocamento imaginario

8. CONCLUSOES

Usando-se como parametro o desloca-
mento maximo verifica-se que as trés aplica-
¢oes apresentam resultados equivalentes. Po-
rém, ao se observar o valor da ordem de gran-
deza da parte imaginaria do deslocamento real
tornam-se aparentes as diferencas. O fato de a
referéncia [3] usar poucos intervalos no tempo
e na frequéncia (23 ou 8) acarretou um grafico
pobre e gerou valores da parte imaginaria do des-
locamento real com ordem de grandeza de
0.052, que para o tempo t = 0.48 s foi equiva-
lente a aproximadamente 11% do valor da parte
real, mostrando imprecisdo. Portanto, os resul-

tados mostraram que os procedimentos

adotados neste trabalho conduziram a resulta-
dos mais precisos.

Com respeito ao grafico da Fig. 5, vé-se
um pequeno erro numérico na resposta (ampli-
acgdo da amplitude) a partirde t = 1.1 s. Isto €
eliminado adotando-se um numero de interva-
los no tempo e na frequéncia maior do que 2°.
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