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ANALISE DE VIGAS CONTINUAS VIA MNE

RESUMO:

A aplicacdo da andlise estrutural via Minima Norma Euclidiana
¢é apresentada neste trabalho como alternativa a andlise linear eldstica.

Utilizando os softwares “Pale” e “Pmne”, desenvolvido pelo prof.
Ricardo Carvalho, em sua dissertacdo de mestrado na UnB, analisou-
se exemplos de vigas continuas através do método da rigidez analitica

via Minima Norma Euclidiana (MNE) e Andlise Linear Eldstica (ALE).

ABSTRACT:

The structural analisis with the use of Minimal Fuclidian Method
is presented in this work as an alternativ to the Elastic Linear Analisis.

Professor Ricardo Carvalho developed in the university of Brasilia,
as part of his graduation thesis, two softwares: Pale and Pmne. We use
them to analise examples of continous beams using the analitical rigidity
method through the Minimal Euclidian Method and the Elastic Linear

Analises.

1. INTRODUGAO:

Em 1980, o prof. Eldon
Londe Mello defendeu sua tese de
PhD no Imperial College em
Londres, aplicando a teoria da
inversa generalizada para
problemas estruturais. Assim,
mostrou através da andlise linear
elastica, a partir de equacgdes
fundamentais que:

m = H.A

onde:

H=KL'(LKL)!

Eldon mostrou que H é a
inversa generalizada de minima
norma da matriz de equilibric L,
guando ela é retangular e é
equivalente a solugdo m obtida
através da programac¢ado quadra-
tica. Chamando K = I, cbtém-se
uma solugdo de minima norma
euclidiana (MNE)

Com esta tese, Eldon
Londe Mello, professor da
universidade de Brasilia, recebeu
o prémio de melhor tese de 1980
das mdos da rainha da Inglaterra.



Hoje, apos vinte anos, tem-se como
motivacdo aplicar a MNE na analise de vigas
continuas. Atualmente, na UnB, pesquisas nesta
linha vém sendo desenvolvidas.

2.A MiNIMA NORMA EUCLIDIANA (MNE)

Para que fique claro o principio de MNE,
é importante e necessario fazer um estudo
paralelo com a analise linear elastica.

Através do método da rigidez tem-se:
A=Lm ({equacdo de equilibrio)

A=LK®
A=LK(L8)

assim:
S=(LELT)LA
como:
6=L"§
fica:
A=INIr.KIT}! A
mas:
m=K @

logo, chega-se na expressao :

m=KLY(LEL )"\
m=H A

Ja é sabido, a partir da introdugéo deste
artigo que H representa uma inversa
generalizada de minima norma da matriz de
equilibrio L.

Assim, para estruturas isostaticas, onde
a matriz L € quadrada, e admite inversa Unica L,
a matriz H & igual a L', ndo dependendo de K
(matriz de rigidez do elemento desconexo) para
encontrar m. Logo,

H=K LYY KL= L' (inversa
verdadeira )

Para estruturas hiperestaticas, onde a
matriz L é retangular, sua inversa ndo & unica,
admitindo varias solugbes. A inversa de uma
matriz retangular (fx n) é outra matriz retangular
de ordem (n xP).
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Assim, pré-multiplicando H por L, fica
LH=LK L(LKLT)"!
Logo, se H fosse uma inversa Unica

(inversa verdadeira} de L, como ocorre quando
& estrutura ¢ isostatica, entgo:

HL=1
Porém, no caso de estruturas

hiperestdticas, H.L € uma matriz idempotente,
satisfazendo a seguinte relagéo:

(HL)’=HL
Para identificar a norma envolvida na ob-

tencéo da solugdo dada porm = KLT( LK.LT)'.A,
recorre-se a programacgac matematica:

Min am™ Fm
Tal que L.m = A

m — sem restricoes

Onde F, a matriz de fiexibilidade dos
elementos desconexos, é a inversa de K.

A teoria da inversa generaiizada de
matrizes mostra que a solugéo da programacao
quadratica é equivalente a resolver L.m =2 sob
anorma (mT.F.m)'2,

Se substituir a matriz F pela- matriz
identidade |, fica:

(mT.Lm)"? =

Que é a horma euclidiana do vetor m.

Mello denominou a norma (m 7. F.m) 12,
onde o vetor m & ponderado pela matriz F, de
norma elastica, para distinguir da norma
euclidiana, onde o vetor m é ponderado pela
matriz identidade 1.

Entretanto, a solugio obtida com a
norma elastica ( my) €, em geral, diferente da
solugéo m obtida com a norma euclidiana (my) ,
como veremos ha aplicacdo do exercicio em
seguida.

assim:
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fme|2|mf|

M. = m; - estrutura isostatica.
m.= m; - estrutura hiperestatica.

Logo, de todas as solugdes possiveis m
da relagdo de equilibrio A =Lm , & que conduz a
um vetor de menar norma possivel é a solugao
m, de minima norma euclidiana.

l 10tf

3-APLICACAOQ:

Utilizando os softwares Pale e Pmne,
analisou-se uma viga continua de grau de
hiperestaticidade igual a 02, conforme
apresentado na fig (1). A fig (2) mostra os
diagramas dos momentos f{letores via ALE e
MNE. Para a fig (3)-a e fig (3)-b , é proposto o
dimensionamento.

l 10t l 10tf

AN Z< AN AN
Figura 1
ALE MNE
Momento fletor m? Momento fletor m?
0,000 0,000 0,000 0,000
11,08880 122,9634 11,2143 125,7603
11,08889 122,9634 11,2143 125,7603
-7,82221 61,1869 -7,5714 57,3265
-7,82221 61,1869 -7,5714 57,3265
2,92276 8,5425 3,9285 15,4336
2,92276 8,5425 3,9285 15,4336
-11,3323 128,4203 -9,5714 91,6122
-11,3323 128,4203 -9,5714 91,6122
14,33387 205,4598 15,2143 231,4743
14,33387 205,4598 15,2143 231,4743
0,000 0,000 0,000 0,000
¥ 1053,1463 Y 1043,2140
n n
|m.|= m?2 I md= 1/ = m2
i = O I = O
|m, | = 32,4522 | mi|=32,2988
} mc| > | m,!
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Figura 2
As. 4.82om2 As. 7,43cm2
I l A5 7,23em2 l \As: 1, 74cm2 N As 10,02cm2
(A) ALE.
As: 4,65em2 As:6,07cm2
\As: 7,32cm?2 \As:2,38cm?2 N\ As:10,82cm2
(A) MNE
Figura 3
4. CONCLUSAO: a reducdo da linha de fecho sobre os apoios ja

O Emprego da MNE como alternativa a
ALE da resultados satisfatorios, visto que a
norma euclidiana (m,) é menor que a norma
elastica (m,), caracterizando uma econocmia no
dimensionamento de vigas continuas, que tende
a aumentar a medida que aumenta o grau de
Hiperestaticidade.

Qutro ponto importante é visto no DMF
da ALE e MNE [FIG. (2)], evidenciando uma
redugdo nos momentos sobre 0s apoios, Como
recomenda a NBr-6118 no calculo de vigas
continuas utilizando a anglise elastica, ou seja,
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& verificado sem, com isso, utilizarmos da
redugao recomendada na NBr-6118.

A MNE também é facilitada, pois ndc ha,
como vimos, a necessidade de se conhecer os
parametros elasticos (E - modulo de
elasticidade; | - inércia; A - area), pois K=l
(identidade).

Assim, com os resultados apresentados
aqui, entre outros analisados nesta pesquisa,
pode-se concluir que o critéeric da MNE pode
ser utilizado na modelagem aporticada como
alternativa a ALE. Porém, @ importante ressaltar
que, como todo critério plastica, a de MNE exige
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que o material seja dactil o suficiente para a
redistribuicdo de esforgos até que atinja a
ruptura localizada no processo.
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