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Umaintrodugao aos procedimentos numéricos do método
das diferengas finitas: um estudo do comportamento
de vigas de fundagao na engenharia civil

An introduction to the numerical procedures of the finite
difference method: a study of the behavior of foundation
beams in civil engineering

Una introduccion a los procedimientos numéricos del método
de las diferencias finitas: un estudio del comportamiento
de vigas de cimentacién en la ingenieria civil

Introduction aux procédures numériques de la méthode des
différences finies : étude du comportement des poutres de
fondation en génie civil

Resumo

O processo de ensino-aprendizado nos cursos de engenharia exige, cada vez mais, do
bindmio docente-discente uma contextualizagao pratica entre fenébmenos contidos em
campo e os modelos e técnicas matematicas. Dessa forma, o vigente artigo objetiva a
aplicagdo do método das diferengas finitas (MDF) como ferramenta pedagogica para
solucao e interpretacao do modelo diferencial de viga sob base elastica, que busca elucidar
simplificadamente o comportamento da viga de fundagdo em constru¢des. A sequéncia
metodoldgica de analise baseia-se na solugdo de trés vigas, simplesmente apoiadas com
modelos de carregamento distintos, nas quais se realizam investiga¢des e extrapola¢des dos
resultados em ¢6ticas distintas, transitando entre analises, como do campo de deslocamentos,
diagramas de esforcos internos, influéncia dos fatores de rigidez do solo e da viga. Para
tanto, as respectivas solugdes analiticas de cada caso sdo tomadas como referéncia de
validagdo do método numérico. Em sintese, os experimentos numéricos apresentaram
uma boa aderéncia com a solugéo analitica em relagdo ao comportamento do erro médio.
Por fim, essa técnica, juntamente com o entendimento fisico do problema, permite aos
discentes uma vis&do global do fendbmeno, permitindo uma amplificagdo do conhecimento
em problemas de magnitude maior.

Palavras-chave: Diferencas finitas. Interagédo Solo-estrutura. Modelo de Winkler. Pedagdgico.

Abstract

The teaching-learning process in engineering courses increasingly requires from the professor-
student binomial a practical contextualization between phenomena contained in the field
and mathematical models and techniques. In this way, the current article aims to apply the
finite differences method (MDF) as a pedagogical tool to solve and interpret the differential
beam model under the elastic base, which seeks to elucidate the behavior of the foundation
beam in constructions. The methodological sequence of analysis is based on the solution
of three beams, supported simply with different loading models, in which investigations and
extrapolations of the results are carried out in different optics, moving between analyzes,
such as the displacement field, internal effort diagrams, influence of soil and beam stiffness
factors. To do so, the respective analytical solutions of each case take as validation references
of the numerical method. In synthesis, the numerical experiments showed good adherence
with the analytical solution concerning the average error behavior. Finally, this technique,
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1 Introducgao

together with the physical understanding of the problem, allows the students a global view
of the phenomenon allowing an amplification in problems of greater magnitude.

Keywords: Finite differences. Soil-structure interaction. Winkler model. Pedagogical.

Resumen

El proceso de ensefianza-aprendizaje en los cursos de ingenieria exige, cada vez mas,
del binomio docente-discente una contextualizacién practica entre fendmenos contenidos
en campo y los modelos y técnicas matematicas. De este modo, el objetivo de este trabajo
es la aplicacion del método de las diferencias finitas (MDF) como herramienta pedagogica
para resolucion e interpretacion del modelo diferencial de viga bajo base elastica, que busca
aclarar de forma simple el comportamiento de la viga de cimentacion en construcciones. La
secuencia metodoldgica de analisis esta basada en la solucion de tres vigas, simplemente
apoyadas con modelos de cargamento distintos, en las cuales se realizan investigaciones
y extrapolaciones de los resultados en 6pticas distintas, paseando entre analisis, como del
campo de desplazamientos, diagramas de esfuerzos internos, influencia de los factores
de rigidez del suelo y de la viga. Para tanto, las respectivas soluciones analiticas de
cada caso son tomadas como referencia de validacion del método numérico. En sintesis,
los experimentos numéricos presentan una buena adherencia con la solucion analitica
en relaciéon al comportamiento del error medio. Por fin, esta técnica, en conjunto con el
entendimiento fisico del problema, permite a los dicentes una vision global del fenémeno,
permitiendo una amplificacion del conocimiento en problemas de mayor magnitud.

Palabras-clave: Diferencias finitas. Interaccién suelo-estructura. Modelo de Winkler.
Pedagdgico.

Résumé

Le processus d’enseignement-apprentissage dans les cours d’ingénierie demande, de plus
en plus, au binbme enseignant-éléve de faire une contextualisation entre les phénoménes
trouvés dans la vie pratique du domaine et les modeles et techniques mathématiques. De
cette fagon, cet article vise a appliquer la méthode des différences finies (MDF) comme outil
pédagogique pour résoudre le modele différentielle de poutre sous une fondation élastique,
qui cherche a expliquer de fagon simple le comportement de la poutre de fondation dans
les constructions. La séquence méthodologique d’analyse est basée sur la solution de
trois poutres simplement appuyées par différents modéles de chargement, dans lesquelles
des investigations et des extrapolations des résultats sont effectuées dans différentes
optiques: des analyses, telles que le champ de déplacement; les diagrammes d’effort
interne, l'influence des facteurs de rigidité du sol et des poutres. Pour cela, les solutions
analytiques respectives pour chaque cas sont prises comme référence de validation de
la méthode numérique. En résumé, les expériences numériques ont montré une bonne
adhérence sur la solution analytique par rapport au comportement de 'erreur moyenne.
Enfin, cette technique, associée a la compréhension physique du probléme, permet aux
étudiants d’avoir une vision globale du phénoméne, en montrant une amplification des
connaissances sur des problémes majeurs.

Mots-clés: Différences finies. Interaction sol-structure. Modéle Winkler. Pédagogique.

Aengenharia civil € uma seara que contempla uma gama de fendmenos fisicos presentes na natureza, que,
por sua vez, direcionam um grande volume de pesquisas cientificas, como técnicas e inovagdes tecnoldgicas em
campo. Entre as inUmeras vertentes de estudo, destaca-se a area estrutural, que abrange um amplo contexto
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de aplicagdo na engenharia, transitando de dimensionamentos de pecas estruturais classicas até analises de
elementos que possuem interagao com o solo, como estacas, sapatas e vigas de fundagao.

Nesse contexto, a concatenacao entre elementos estruturais e o solo consiste em uma érea que apresenta
problemas com graus de complexidades diversos, o que acarreta o grande interesse cientifico no estudo da
interagéo solo-estrutura. Sendo assim, sdo necessarios modelos matematicos ou experimentais que traduzam
os fendbmenos a fim de uma maior compreensao e quantificagdo das grandezas significativas que influenciam
o comportamento fisico do sistema (WANG; THAM; CHEUNG, 2005).

Os modelos diferenciais analiticos, em especial, apresentam distintos niveis de verossimilhanga com o
fendmeno real analisado, o que influencia diretamente na complexidade da obtengao de solugdes analiticas,
impossibilitando, em muitos casos, solugdes diretas. Dessa maneira, os métodos numéricos ganharam espago
na solugéo desses problemas, destacando-se o método dos elementos finitos, o dos elementos de contorno
e o das diferengas finitas (HACHICH et al., 1998).

Todavia a exposi¢ao de conceitos relativos a fisica matematica e métodos numéricos ndo é uma tarefa
facil de transmitir de forma didatica dentro do ciclo de formagéo dos discentes em um curso de graduacao.
Além disso, existe a necessidade, ainda, de buscar uma correlagao entre os aspectos abstratos da matematica
com a sensibilidade fisica do problema estudado, gerando um grande desafio para os docentes no decorrer
do processo de ensino.

Em dire¢do a busca por alternativas pedagodgicas, o método das diferencgas finitas possibilita uma
nogao intuitiva e didatica sobre conceitos e solugao de problemas de engenharia via técnicas aproximadas,
fornecendo ao aluno uma visao global dos procedimentos numéricos. Na engenharia, é natural aplicar essa
técnica em configuragdes basicas de sistemas estruturais representativos de fendmenos fisicos uma vez que
0 objetivo seja explorar os detalhes e conceitos do método. Logo, um elemento que exemplifica de forma
didatica a interagao entre solo-estrutura e se enquadra em tal contexto é a viga de fundacdo (ALVES; REIS,
2008; RIBEIRO, 2005), sendo objeto de estudo e investigagdo numérico do presente trabalho.

2 Equacao diferencial de governo

O estudo de viga sob uma base elastica ou usualmente na construgao civil, denotada como viga baldrame
ou de fundagéo, € uma analise que envolve diversos fatores, relacionados ao comportamento da viga e do
solo. Por esse aspecto, devem-se realizar, a priori, analises simplificadas, a fim de compreender como os
efeitos estdo se dissipando na interagao solo-estrutura.

Nessa linha, objetiva-se usar um modelo de solo que seja simples, tanto conceitualmente quanto
matematicamente, e, ao mesmo tempo, fornecer uma boa aproximagao para constituir o comportamento
preliminar do solo. Considera-se a hipotese de Winkler para representacao discreta do solo. Matematicamente,
tal modelo é traduzido pela Eq. (1).

p=kw (1)

Em que:
p = reacéao do solo volume gerado (N/m);
k = coeficiente de reagéo vertical (N/m?);
w = deslocamento ou recalque (m).

A Equacéo (1) estabelece que o solo se comporte como um sistema de molas independentes com
resposta linear e elastica. De acordo com essa hipotese, a reagao do solo é proporcional ao deslocamento ou
recalque (BOWLES, 1974; HETENYI, 1971). Sendo que k,=bk, em que k é o coeficiente de recalque do solo e
b é a espessura da viga em contato com solo. Tal constante de proporcionalidade pode ser determinada por
trés formas distintas: por ensaios, pelo calculo do recalque de fundagbdes reais ou pelo uso de tabelas tipicas,
como posto na Tab. 1 (HACHICH et al., 1998).
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Tabela 1 - Relagao entre o coeficiente de recalque e tipos de solos

Tipo de Solo k [MNm-]
Turfa leve - solo pantanoso 5a10
Areia fina de praia 10a15
Aterro de silte, de areia e cascalho 10a20
Argila molhada 20a 30
Argila seca 60 a 80
Silte compactado com areia e pedra 80 a 100
Cascalho grosso com pouca areia 150 a 200
Cascalho grosso com pouca areia compactada 200 a 250
Turfa leve - solo pantanoso 5a10

Fonte: Adaptado de PAVAN; COSTELLA; GUARNIERI (2014).

Uma representagao didatica do modelo de Winkler é posta na Figura 1, em que esta representada a
transi¢do do solo continuo para o sistema discreto de molas. Observe, ainda, que esse tipo de analise € uma
etapa fundamental para o ensino aos discentes, ou seja, para evidenciar como ocorre a simplificagdo de um
problema na pratica para um modelo matematico acessivel, que fornece uma primeira analise e interpretagéo
do problema. Observe a Fig. 1, na ilustragcdo a esquerda, em que se busca interpretar didaticamente uma
fundacao rasa de uma construcdo de uma residéncia comum associada a um carregamento qualquer. Na
ilustragao da direita nota-se que a viga é simplificada para um elemento unidimensional e o solo, representado
como um sistema de molas.

Figura 1 - Modelo de viga de fundagéo.

qix)

Viga

&l Baldrame

. Solo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Além disso, o modelo de Winkler apresenta como particularidade que as deformagdes das molas
ocorrem somente na regido da fundagdo em que esta sendo aplicado o carregamento, ou seja, ndo existem
deformacgdes das molas nas vizinhangas da estrutura (ANTONIAZZI, 2011; TIMOSHENKO, 1969). Esse modelo
busca representar o solo de forma simples, contudo existem modelos mais robustos, que contabilizam outros
efeitos como o modelo de Filonenko-Borodich e de Pasternak, vistos com detalhes em Aristizabal-Ochoa,
(2003) e Tanahashi (2004).

A equacao de governo do problema da viga sob uma base elastica, com base no modelo de Winkler, é
constituida a partir de um balango de forgas em um elemento diferencial, como ilustra a Fig. 2.
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Figura 2 - Elemento diferencial da viga.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Garantindo o equilibrio das forgas no elemento diferencial de viga sob a agdo de uma carga distribuida
e a reagao do solo, tem-se a Eq.(2).

av

——=kw-q 2)
dx

Em que:

g = carregamento transversal ao eixo da viga (N/m);
Xx = coordenadas horizontais (m);
V = esforgo cortante (N).
Aplicando as relagées diferenciais de esforgo interno e deformagéo, pode-se reagrupar a Equagéo (2)
e, assim, apresentar a equacao diferencial da viga sob a base elastica respeitando a hipétese de Winkler,
conforme expresso pela Eq. (3).

d*'w (3)
El—+kw=
at 1

Em que:

I = momento de inercia da segdo (m*);

E = médulo de elasticidade do material (N/m?).

Sendo que o produto entre 0 moédulo de elasticidade e 0 momento de inércia é conhecido como rigidez
a flexdo da viga. Nota-se que a Equacgao é similar a equacao de Euler para deflexao de viga, a menos de um
termo proveniente da reacao do solo.

3 Tratamento numérico do fenébmeno

O método das diferencas finitas € uma técnica numérica que possui como cerne a aproximagao das
derivadas por expressdes algébricas e que relaciona pontos vizinhos contidos no dominio discreto. Usando
as expressoes de diferencas finitas para aproximar a derivada de quarta ordem do esquema de diferengas
centrais, chega-se a Eq. (4) (CUNHA, 2000; JONES, 1997).

EI

F[Wm - 4w, o, - dw tw ] R w =g, ()

i+

Em que:

h = espagamento entre os pontos da malha numérica (m);
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Dessa forma, reorganizando a Eq. (4), pode-se chegar na equagéo de diferengas finitas (EDF) para a
viga de fundagao (NIKODYM: FRYDRYSEK, 2010).

-4 5
aw; +biWi+1 tew, +biwi—l taw,., =— )

ii+2 E[
A primeira vista, pode parecer abstrata a ideia de que a Equagao (5) é um sistema algébrico, porém note
que o indice i varia de 1 até o nUmero de nés na malha, o que introduz um sistema linear. E, ainda, que os
coeficientes contidos na Equacgéo (5) sdo expostos de forma compacta na Eq. (6).

; bi:__- CI_:_+L (6)

Escrevendo a equagéo de diferengas finitas para cada n6 contido na malha, gera-se um sistema linear,
expresso pela Eq. (7).

[K]{w} ={F} @)
Em que:
[K] = matriz de rigidez;

{w} = vetor resposta;
{F} = vetor de carga;

Os elementos contidos na Equagéo (7) podem ser expandidos na forma matricial, conforme dado pela
Equacao (8), em que a matriz de coeficiente (ou matriz de rigidez), sendo posta em termos dos coeficientes
presentes na Equacao , e a vetor de forca (ou de termos independentes £ fica em fungéo da rigidez a flexao
e da carga externa distribuida em cada ponto da viga (TEODORU, 2007).

(¢, b aq ] [ ] g |
b] c! bl “:3 ] q}
K=|a b, a,| w= F=— (8)
: ET
C:r—l bu \'1"‘"_ 1 qu =1
L arr bn C“ . L “':J: n L q n |

Observe, ainda, que o vetor resposta apresenta o deslocamento em cada ponto da malha, ou seja, se
a malha contiver muitos nés, tem-se um mapeamento completo na viga. Note também que a Equacao (7)
representa o problema global da viga em base elastica, de modo que, para restringir o sistema, devem-se
aplicar as condi¢des de contorno envolvidas no problema em questdo. Para uma viga biapoiada tem-se que
o deslocamento e o momento fletor sdo nulos nas bordas, como expresso na Eq. (9).
2
S S ©)
dx

n

Sendo que o indice n representa os pontos de extremidade da viga. Logo, aplicando adequadamente
a Equacéo (9) na Equacgao (7), chega-se ao sistema final, dado pela Eq. (10).

[K 1wy =[F] 10)
Em que:

[K’] = matriz de rigidez apds condi¢gdes de contorno;
{F’} = vetor de carga apdés condigdes de contorno;

6 Rev. Tecnol. Fortaleza, v. 41, n. 1, p. 1-17, jun. 2020.


https://periodicos.unifor.br/tec/article/view/10683

Uma introdugéo aos procedimentos numéricos do método das diferencas finitas: um estudo do comportamento de vigas de fundagéo na
engenharia civil

O sistema linear expresso pela Equagéao (10) fica restrito as condigdes de contorno postas no problema.
Destaca-se, ainda, a solidificagdo de um conceito importante sobre métodos numéricos, isto é, a transi¢cao do
meio continuo, que apresenta infinitos pontos, respeitando a equacgao diferencial para o meio discreto, em que
existe um numero finito de pontos. Devido essa transigdo de dominios, introduz-se o erro numérico explicando
0 motivo dos métodos de solugao serem denotados como métodos aproximados.

Figura 3 — Logica de programacao do método das diferencas finitas.

Algoritmo 1: Estrutura Geral do Programa Computacional - Pseudocédigo

Pré-Processamento

5 B Leilura de Dados 25 o Condigdes de Contorno
3 Secido Trunversal: B H s s Imposigio CC :
4 Comprimento da Viga: L e KFoKE.F
5 Momento de Inércia: / 7
6 Mdédulo de Elasticidade: E ) _
- Rigidez da Viga: EI 29 [> Solucio Sistema Linear
L= - s — R
3 Coeficiente de Recalque: & = w=KF .
9 Cargas Externas Aplicadas 3 — Deslocamentos Nodais
- - 32
L Processamento 13 Pés-Processamento
B [ Dt 34 > Cilculo Secunddrios
: ) acio: AN ]
13 Nimero de Pontos: np 8 Rotagio: 8(x) =w ”
14 Espacamento: h = L/(n, —1) 2 qu]enlo Fletor: M{l] = ‘E‘l“'{ ,
- 37 Esforgo Cortante: V(x) = Elw”
38
16 > Construgiio do Sistema Algébrico
. o Matriz Rigidez 30 > Tratamento de Resultados
. ai=1/(h* )c a0 | Verificagio dos dados
o bf — _4/(h*) 41 Meétrica de Erro:
H=" - = [ trer—tnum|
w | = (6/(h*)+ (k/(EI)) 2| AL LR = e
21 K = f(a;,bi,c;) 43 Grificos: w, 8, M eV
2 o Vetor de Forga 44 Impressio de Dados
23 F = f(Cargas.h,EI) 45

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Para exemplificar a l6gica de programacéo utilizada na solugdo do programa de viga sob uma base
elastica baseado nos procedimentos numéricos do método das diferencgas finitas, a Figura 3 apresenta uma
estrutura geral de programacéo aplicada. Observe que a programacéo é estrutura em trés blocos de cddigo,
préprocessamento, processamento e posprocessamento. O codigo computacional € desenvolvido em ambiente
MATLAB, devido a simplicidade de programacgéao, a produtividade e a disponibilidade de diversos recursos
graficos.

4 Discussoes e testes numéricos

Para elucidar em exemplos numéricos os conceitos apresentados, analisam-se trés casos com
carregamentos distintos e a vinculagao da viga sendo biapoiada nas extremidades. Nos exemplos numéricos
a seguir considera-se o moédulo de elasticidade de E =15 MPa. A Figura 4 representa o primeiro caso, que
constitui uma viga biapoiada submetida a uma carga distribuida 4=10 kN/m com comprimentoiguala L=8m e
secao transversal de 20x15 cm .
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Figura 4: Viga biapoiada
com carregamento
distribuido ao longo do
eixo.

E AN

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).
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Avalidagao é conduzida pela comparagédo com a solugéo analitica, o que se pode verificar com detalhes
em Hetényi (1971). A Figura 5 ilustra a curva de erro médio.

Figura 5: Erro médio percentual para viga com
carga distribuida.

* .
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*
-
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e 1 —
0 200 400 600 800 1.000
Niamero de Pontos da Malha

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

No processo de validagao, aplica-se a definicido classica de erro, que é constituida pela razdo entre a
diferencga da solugdo analitica e numérica e a solugéo analitica, em modulo. Nota-se que, na Figura 5, o erro
tende a nulidade com refinamento da malha. Dessa maneira, analisa-se o comportamento do erro percentual
ao longo do comprimento da viga, representa-se na Figura 6 a distribuicdo do erro.

Figura 6: Distribui¢cdo de erro ao longo da viga.

IR 4 4
le—-03
3 |
|
B
E .
£ 5e-04 +
£ ' - e
= * * * +*
+ * * +
¢ “' +600000004,, 0" A
0e+00 * >

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Posiciio sobre a viga

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Percebe-se, pela Figura 6, que proximo aos apoios a ordem de grandeza do erro € maior, ao passo que,
nas vizinhangas do meio do véo da viga, o erro possui uma ordem de grandeza que apresenta uma menor
variagdo em seu valor. Devido a influéncia de diversos fatores significativos no problema, é fundamental

investigar inicialmente como tais fatores se comportam separadamente. A Figura 7 ilustra o comportamento
da viga conforme varia o fator k.
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Figura 7: Andlise paramétrica de k para campo
de deslocamento.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Observa-se que, com o0 aumento do coeficiente de recalque do solo, o campo de deslocamento transversal
da viga tende a um formato de um perfil mais horizontal, devido a influéncia da reagéo do solo ao longo da viga.
De modo similar, o efeito do solo no comportamento do diagrama de momento fletor da viga € posto na Fig.(8).

Figura 8: Analise paramétrica de k para momento

fletor.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Verifica-se na Figura 8 como o diagrama de momento fletor é influenciado pelo fator & . Isto evidencia
que, para solos com baixa rigidez, o esforgo interno da viga € maior, necessitando de uma analise cuidadosa

no dimensionamento para resistir a tais solicitagoes. A Figura 9 representa a variagdo do deslocamento com
a reducgao do coeficiente de recalque até a nulidade.
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Figura 9: Influéncia do fator k.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Uma analise sobre a curva acima revela que, quanto menor o fator &, o perfil de deslocamento tende
para o caso com k=0, que, por sua vez, representa o caso de uma viga sem contato com o solo (k,w=0),
respeitando a solugdo classica de viga. Dessa maneira, o segundo caso € uma viga biapoiada na qual atua uma
carga concentrada cujo modulo € igual 100 kN e que esta localizada no meio do vao da viga, de comprimento

L=8m , conforme mostrado na Fig.(10). Considera-se o coeficiente de recalque com valor de 80 MNm™ e com
secao transversal de 20x15 cm .

De forma analoga ao primeiro caso, a validagao é direcionada pela comparagédo com a solugao analitica
do problema especifico, vide Hetenyi (1971). A Figura 11 expde a curva de erro médio com o aumento do

Figura 10: Viga biapoiada com
carregamento concentrado.

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

numero de pontos no dominio discreto.

10

Figura 11: Erro médio percentual para viga com
carga concentrada.
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O comportamento da curva evidencia uma queda continua com o refinamento da malha, com erro em torno
de 10*. Esse fato confirma o bom desempenho do método no presente teste. Com o problema devidamente
validado, é possivel explorar as particularidades do caso. A Figura 12 apresenta o deslocamento da viga,
correlacionando os valores analiticos e numéricos obtidos pelo método das diferengas finitas.

Figura 12: Campo de deslocamento transversal

da viga.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Devido a natureza do carregamento e a vinculagéo, é facil de notar que os pontos da malha préximos
aos apoios sao aproximadamente nulos, em detrimento ao deslocamento no meio do vao da viga, em quese
torna maximo. Entre as diversas aplicagdes e usos das técnicas numeéricas, a determinacao dos diagramas
de esforgos internos através do campo de deslocamento se torna uma tarefa facil e rapida. A Figura 13 expde
o grafico do momento fletor da viga.

Figura 13: Diagrama de momento fletor.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Pela ilustragdo acima, fica clara a simetria do diagrama de momento fletor, quando atua uma carga
pontual no meio da viga. Nota-se que a solu¢gdo numérica esta alinhada com a solugéo analitica do problema.
Na Figura 14 apresenta-se um gréfico de esforgo de cortante.
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Figura 14: Diagrama de esforgo cortante.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

O diagrama de esforgo cortante apresenta um comportamento particular, isto €, existe uma descontinuidade
no meio do vao da viga. Para explorar com detalhe tal fato, a Figura 15 esboga o erro da solugdo do esforgo
cortante proximo ao meio do vao da viga.

Figura 15: Intervalo de erro ao redor do meio
do vao da viga.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

A partir de uma rapida analise da Figura 15, constata-se que, no ponto central, o erro tem salto devido a
descontinuidade. Porém, para malhas bem refinadas, os pontos vizinhos em relagdo ao ponto central apresentam
bons resultados, contornando o problema. Ressalta-se que, para métodos numéricos com natureza integral,
como elementos finitos e contorno, tal problema de descontinuidade possui pouca influéncia na aplicagao.

A exposigao grafica dos diagramas de esforgo internos e deslocamento sdo fundamentais em projetos e
detalhamentos de calculo estrutural. Contudo, no contexto pratico da engenharia, os dimensionamentos séo
direcionados através dos valores maximos das grandezas, a fim de garantir a resisténcia da peca solicitada

em projeto. Desse modo, a Tabela 2 apresenta uma analise paramétrica da rigidez do solo em relagdo aos
momentos e deslocamentos maximos.
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Tabela 2 - Relagéo entre k e os momentos e recalque do solo.

engenharia civil

Kk MNm=] I’?e_calque Monjepto Positivo Mom'el?to Negativo
maximo [mm] Maximo [KNm] Maximo [KNm]
5 36,778 33,645 -7,285
10 21,879 28,490 -6,090
30 9,624 21,655 -4,493
60 5,722 18,205 -3,783
80 4,611 16,942 -3,522
100 3,901 16,023 -3,331
150 2,878 14,478 -3,010
200 2,319 13,473 -2,801
250 1,962 12,742 -2,649

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Na Figura 16, pode-se avaliar a influéncia do coeficiente de recalque na redugédo dos momentos maximos
positivos e negativos e o deslocamento da viga.

Figura 16: Influéncia do fator k.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Para quantificar os valores das grandezas, tomou-se como referéncia o solo com k=5MNm” . Para
um solo com rigidez alta houve uma redugao no deslocamento em quase 95%. Em relacdo aos momentos
maximos da viga, ocorre uma reducgdo parelha entre ambos: com o aumento da rigidez do solo chega-se a
um percentual de aproximadamente 63%. Por fim, o terceiro caso € uma viga biapoiada com comprimento de
L=8m submetida a trés tipos de carregamentos, conforme Figura 17.

Figura 17: Viga biapoiada com multiplos
carregamentos.

Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).
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Esse caso é escolhido para verificar a generalidade do programa computacional desenvolvido para
casos de carregamentos diversos. O carregamento distribuido € uma carga senoidal com o formato posto
pela Equagéo , em que ¢, =80 kNm' e m=5.

q(x) =g, Sin[mfo an

A forga concentrada tem intensidade de 100 kKN e o momento concentrado nas bordas da viga com
modulo igual a 50 kNm. Com intuito de validar os resultados, usam-se as solu¢des analiticas presentes em
Hetenyi (1971), Jones (1997) e Vlasov (1966). A Figura 18 apresenta a curva de erro médio percentual.

Figura 18: Erro médio percentual para viga com
multiplos carregamentos.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Numa analise da curva de validagéo, mostrada na Figura 18, fica visivel o comportamento decrescente do
erro de forma monotdnica. Esse fato evidencia o bom desempenho do método nesse problema. Em particular
ao terceiro caso, a solugao analitica nao é direta como os casos vistos anteriormente. Dessa maneira, se faz

necessario o uso do principio da superposicdo de efeitos para desenvolver uma solugdo analitica para tal
problema, como mostrado pela Eq. :

w(x) =w, +w, +w,, (12)
Em que:

w, = deslocamento pela carga distribuida senoidal (m);
w, = deslocamento pela carga concentrada no meio do véo (m);
w,,, = deslocamento agdo dos momentos concentrados nas extremidades (m);

A solugao expressa acima é constituida pela soma das solugdes dos casos da viga sujeita a uma carga
senoidal, submetida a forca pontual no meio do vao, e para uma viga com momentos concentrados nas
bordas. Ressalta-se que, em casos com carregamentos complexos, a solugdo analitica se torna uma tarefa
cansativa e nem sempre trivial. Nesse cenario, o uso de métodos numéricos torna-se essencial, dinamizando
todo o processo de solugdo. Amodelagem de vigas sob uma base elastica envolve dois pardmetros essenciais
interligados com a interagao solo-estrutura. A priori, 0 primeiro parametro esta ligado a rigidez da viga, como

mostra a Figura 19, que expde o efeito da variacdo da secado transversal. Para tanto, considera-se um solo
com coeficiente de recalque de 80 MNm™ .
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Figura 19: Andlise paramétrica da rigidez da viga.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Assume-se que o0 modulo de elasticidade é constante, o que induz que a rigidez da viga varia somente
com caracteristicas geométricas. Dessa maneira, 0 aumento da secéo transversal proporciona uma maior rigidez
a flexdo da viga. Observa-se, na Figura 19, que o campo de deslocamento possui uma menor deformacao ao
longo do comprimento da viga. Em contrapartida, quando a rigidez da viga € menor, o campo de deslocamento
¢é afetado significativamente, tanto pelo efeito da carga externa como pela reagéo do solo.

Na pratica, a viga € um elemento que se ajusta conforme a necessidade em projeto, contudo o solo
nado tem essa caracteristica, variando suas propriedades de acordo com a regiao estudada. Assim, fixa-se a
secao transversal da viga em 20x15 cm -

Figura 20: Andlise paramétrica da rigidez do solo.
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Fonte: Elaborado pelo autor, (2020).

Verifica-se, ao analisar a Figura 20, que o deslocamento da viga varia com o fator k, assim, em solos
com menor resisténcia, o efeito da carga externa torna-se mais predominante. Porém, em solos com maior
resisténcia, o perfil do deslocamento sofre uma influéncia significativa do solo.

5 Conclusao

Em sintese, a experimentacdo numérica conduzida pelo método das diferencas finitas apresentou um
bom desempenho na solugdo dos problemas propostos, e erros percentuais baixos quando comparados a
ordem de grandeza. Dessa maneira, fica evidente que, para as aplicagbes estudadas, o método mostra-se
uma ferramenta eficaz e versatil para analises preliminares em vigas de fundagéao.

Para o papel de ensino-aprendizagem, o método das diferengas finitas surge como uma ferramenta
potencializadora para o docente em sala de aula, fornecendo uma alternativa motivacional aos alunos,
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possibilitando um entendimento natural sobre os conceitos relativos aos métodos numéricos. Esse método
torna-se uma excelente estratégia para ser introduzida no escopo de uma disciplina sobre introdugéo as
técnicas aproximadas ou estudos preliminares sobre simulagdo computacional.

Logo, é possivel criar um forte elo entre o bindbmio discente-docente através da transmissao de conceitos
correlacionados a todo entendimento fisico acerca do processo de modelagem e simplificagdes previstas
nas formulagdes matematicas do problema fisico em questado. Atrelado a esse ambito, é possivel explorar
os conceitos basicos e abstratos adquiridos ao longo do ciclo de ensino, como célculo, fisica, programacao,
algebra etc., agora concatenados e exigidos nas técnicas numéricas. Portanto, a exploragao e as iniciativas
para o uso de métodos numéricos sdo imprescindiveis na seara da educagéao, servindo como caminho de
motivagéo para a pesquisa cientifica em cursos de graduagéo.
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